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Uvod

Ptedlozena prace se zabyva modelovanim proudéni v mezni vrstvé atmosféry
(MVA). Jde o model tzv. stfednich méfitek - to znamend, ze se zabyva ob-
lasti velkou fadové kilometry az desitky kilometru. Tento problém, ve spo-
jeni se stale rostouci industrializaci, nabyva v dnesni dobé stédle vice na
dualezitosti. Vzdyt znalost parametri proudéni v blizkosti zemé je nutna
v mnoha oblastech lidského podnikani, jako jsou umisténi, popi. regulace
zdroju znecisténi (elektrarny, kotelny, velké podniky), hodnoceni vlivu sta-
veb na zivotni prostiedi, leteckd doprava atd., ale i oblast zabavy a sportu
(napf. zavésné 1étéani).

piimeési v atmosfére. Samoziejmeé, ze z hlediska lidské populace je tieba toto
imisni zatiZeni co nejvice minimalizovat. Odhadnout toto chovani je velmi
obtizné, zvlasté v podminkdach odpovidajicich nasi republice. Kopcovity, silné
clenity terén znemoznuje jednoduché odhady zalozené zpravidla na velkych
zjednodusenich ohledné oblasti feSeni.

Piedpovéd parametru proudéni pouzivd v soucasné dobé dvé zdkladni
metody. Jsou to fyzikdlni modelovani a matematické modelovani. Piima
meéieni ve volné atmosfére jsou diky velkym méritkum a vétSinou obtizné
definovatelnym parametrum, za kterych probiha, velmi vzacna, draha a malo
ucinna.

Fyzikalni modelovani pouziva geometricky podobné modely ve vétrnych
tunelech, vodnich kanalech a jinych technickych zafizenich, kde je snaha
dosahnout dynamicky similaritni situace jako v redalné atmosfére. To je sice
diky velikym méritkum oblasti, vysokym Reynoldsovym ¢islum a dalsim obti-
zim problematické a drahé, ale donedavna to byla v podstaté jedina schudna
cesta k modelovani MVA.

Matematickym modelovanim rozumime metody zalozené na feSeni za-
kladnich rovnic popisujicich proudéni a dispersi piimési. OvSsem analytické
feSeni téchto rovnic je na dnesni irovni znalosti nemozné. Veskera analytickd
feSeni jsou tedy provedena na zakladé silné zjednodusujicich predpokladu
a poskytuji tak v realné situaci pouze velmi hruby odhad. Naproti tomu
numerické feseni, které je zavislé na rozvoji vypocetni techniky, proziva nyni
veliky rozvoj a stava se zakladnim prostredkem modelovani MVA.

Matematicky popis déju v mezni vrstvé atmosféry je velmi obtizny. Jedna
se o turbulentni proudéni pii velmi vysokych Reynoldsovych ¢islech, tadové
107 — 108, ovSem stéle jesté s dilezitymi vazkymi efekty. Velky vliv na tyto
déje ma tvar terénu a s nim spojené efekty, jako odtrzeni proudu, zpétné
proudéni atd. i termodynamické parametry, jako je napt. stabilita atmosféry.



To jsou duvody, které nas vedly k vytvoreni nového modernéjsiho matema-
tického modelu. Model je zalozen na feseni tzv. RANS - stiedovanych Na-
vierovych-Stokesovych rovnic. Tyto rovnice umoznuji fesit parametry prou-
dového pole nad komplexnim povrchem pii ruznych parametrech teplotniho
zvrstveni. Tento systém je doplnén o transportni rovnice popisujici Siteni
pasivnich piimési. Uzdvér tohoto systému rovnic je proveden algebraickym
modelem turbulence. Nejsou zde uvazovany chemické reakce. Pro numerické
feSeni je zvolena metoda konecénych objemu, ve spojeni s metodou umeélé
stlacitelnosti a explicitni Rungeovou-Kuttovou metodou.

Prace je rozdélena do nékolika ¢asti. Po vS§eobecném uvodu jsou ve druhé
kapitole odvozeny zakladni rovnice popisujici proudéni v MVA. Je zde také
diskutovan problém uzaveéru a navrzen jednoduchy algebraicky model turbu-
lence. Nasledujici kapitola je vénovana jednoduchym modelovym piipadum
rovnic v jedné prostorové dimenzi. Uvazujeme zde rovnici s konvekei a rov-
nici s konvekei a difuzi. Odvodili jsme modifikované rovnice pro piipad ¢asové
diskretizace provedené dopiednou diferenci nebo Rungeovou-Kuttovou me-
todou a v prostoru s diskretizaci centralni diferenci. Zaroven je diskutovana
stabilita téchto metod a stabilita R-K metod pro koercivni operatory. Ve
¢tvrté kapitole je ivodni ¢ast vénovana kratkému prehledu o metodé umeélé
stlacitelnosti a metodé konec¢nych objemu a dale je zde vlastni odvozeni
naseho numerického schématu ve 3D. Pata kapitola je vénovdna prezentaci
vysledku a ziskané poznatky jsou diskutovany v kapitole posledni.

1 Matematicky model

V tvodu kapitoly jsou rozebrany hlavni obtize, se kterymi se setkdvame
pii modelovani MVA. Dadle jsou uvedeny ruzné metody stiedovani veli¢in.
Slozitost turbulentniho proudéni je tak velika, ze popis proudéni ve vSech
bodech prostoru a ¢asu neni v souc¢asné dobé mozny. Skuteé¢né proudéni ma
velmi nepravidelny, nahodny charakter. Proto se pouzivaji ruzné metody, jak
jej zjednodusit. My predpokladdame - podle Reynoldse (1885), ze kazdy pro-
ces s(z,t) muze byt rozlozen na dvé ¢asti. Prvni ¢dst - hlavni nebo stfedni §
a druhou - rychle se ménici, turbulentni slozku neboli fluktuaci s'.

V MVA se pouzivaji tii zakladni souradné systémy. Jsou to absolutni
souradna soustava, standardni soustava, ktera je pevné spojend se Zemi a
jeji osy x,y lezi v roviné teéné k zemskému povrchu a osa z je kolma k
horizontalni roviné , a konecné piirozend. Ta vznikne tak, Ze kladny smér
osy x ztotoznime se smérem rychlosti horizontalniho proudéni, osu y volime
v horizontalni roviné, kolmou k z a vertikdlni osa je totozna s vertikalni osou
standardni soustavy.



1.1 Zakladni rovnice MVA

Déni v atmosfére je popsdno zakladnimi zakony mechaniky a termodynamiky.
Mezi zakladni rovnice popisujici déni v MVA patii:

e rovnice kontinuity - popisuje zakon zachovani hmoty
e Navierovy-Stokesovy rovnice - popisuji zdkon zachovani hybnosti
e stavova rovnice plynu

e rovnice energie nebo enthalpie - popisuji zakon zachovani energie

Tento zékladni systém rovnic popisuje ¢asovou a prostorovou zavislost nezna-
mych - tlaku, slozek rychlosti, energie, teploty - popisujicich déni v MVA. V
této praci neuvazujeme obsah vodnich par v atmosféie ani chemické procesy
v ni probihajici.
e Rovnice kontinuity.
Proudéni v MVA lze povazovat za nestlacitelné, proto se pouzivaji bud
anelasticky tvar

O(pus)
=0 1
o (1)
nebo tvar rovnice kontinuity pro nestlacitelné proudéni
8uz~
=0. 2
oxi )

Po rozlozeni rychlosti na stredni a fluktuacni slozku dostavame rovnice

ori 0 ori 0 (3)

e Navierovy-Stokesovy rovnice

dd; __1op 0 ( ou\ Oy
o = 903 — 2Qo€ykhyuy — —o -+ (Vaffy) - axaj‘ (4)

1Y 8% 6—1‘9
Zde v je koeficient dynamické viskozity a 7 je tzv. Reynoldsuv tenzor
napéti dany vztahem

Tox = —UWU Ty = —0'U T, = —w'u
Tye = =WV Ty = =0 Ty, = —w' (5)
Tow = —UWW T,y = —v'W T, = —w'w'



Stavova rovnice idedlniho plynu

p = oRT (6)
Vétsinu déju v atmosféie 1ze povazovat za adiabatické. Pro tyto déje
plati

K

p? = konst

Tento vyraz nam také umoznuje zavést tzv. potencidlni teplotu vzta-

hem R
()Pl o

Je to vlastné teplota, kterou by mél uvazovany plyn po adiabatické
kompresi nebo expanzi na referenéni tlak p, = 10°Pa.

Rovnice energie, ve tvaru rovnice pro stfedni hodnotu potencialni tep-
loty

90 06  OWO) o0 1 R
YV N K L j
ot i Ox; A 0’ * p0 0T (8)

1.2 Algebraicky model turbulence

Systém zakladnich rovnic, popsany v predchozi kapitole, vSak neni uzavieny.
Pii odvozeni RANS se v rovnicich objevily druhé momenty rychlosti v Rey-
noldsové tenzoru. Je tedy tfeba aproximovat nezndmé momenty pomoci zné-
mych veli¢in. Nejjednodussi z turbulentnich modelu jsou tzv. algebraické
modely turbulence. Tyto modely jsou obvykle zalozeny na Boussinesquoveé -
Prandtloveé teorii turbulentniho prenosu hybnosti. My pouzivame jednu z va-
riant algebraického modelu, pouzitou poprvé Blackadarem. V tomto ptipadé,
pro Reynoldsuv tenzor muzeme psét

kde

OTga _ O ou OTay __ 0 ou 0Tz __ O ow
ox ~ Oz (UT8x> dr ~ Oz (UTBQJ) oz ~ Oz (VT 8x>
Oye _ 0 du\ Omyy _ 9 oo Oy _ 9 ow
0y ~ Oy (VTB:E> 0y ~ Oy VT 3s dy ~ Oy YT 5z (9)
0Tz _ 0 du 0Ty _ 8 ov Otz _ 0 ow
0z ~ 0Oz <I/T(91> 0z ~ 0Oz <VT(91> 0z ~ Oz <VT Bz>

o0u\ 2 0v\271/2

2
w=0[(5) +(52) ] @ 10
0z 0z (10)

Zde funkce G je dana v ptipadé stabilniho zvrstveni

G=(1+BRi)? pro Ri >0

G=(1-pBRi)? pro Ri <0 D



Zde [ je konstanta (= 3) a Ri je tzv. Richardsonovo ¢islo

0002

g%
O (5)+(52)"

Ri

(12)

1.3 Transportni rovnice pro pasivni piimeési
Tento zékladni systém rovnic dopliujeme jesté o transportni rovnici popi-

sujici sifeni pasivnich primési

d(pC)  pCu; 0 oC

2 Numericky model pro 1D rovnice

V této kapitole se zabyvdme modelovymi ptipady 1D linedrnich rovnic. Byly
zde odvozeny modifikované rovnice pro rovnici s konvekci

u +au, =0, a€ R—{0} (14)
a rovnici s konvekel a difuzi
U+ AUy = Vg, a€R, v>0 (15)

pro pripad ruznych numerickych schémat.

2.1 Rovnice s konvekci
Diskretizujeme-li rovnici (14) nésledujicim zpusobem
ntl _

n n
i i a“z’+1 — U4

At 2Azx

u

=0, (16)

dostaneme modifikovanou rovnici s ptresnosti do tietiho tadu v nasledujicim
tvaru

o At aAz?
U + AUy = —a 7um —

Zde jesté predpokladame ekvidistantni déleni a konstantni pomér ¢asového
a prostorového kroku v = %. Z koeficientu této modifikované rovnice je
okamzité ziejmé, ze dané schéma je nestabilni. Stabilni schéma muzeme vy-
tvofit napft. pouzitim zpétné casové diference, nebo pridanim c¢lenu umélé
disipace.

(1 + 20*7%) Usga- (17)



2.2 Rovnice s konvekei a difuzi

Rovnici (15) diskretizujeme nasledujicim zpusobem

nt+l _ ul

n n n n n
i i +a“z’+1 —uty uny — 2 gy
At 2Ax Az?

Potom modifikovand rovnice ma tvar

u

(18)

Az Az Ax
Up + AUy — VUgg = _a277u$$('ri7 ti) + aAz (ny - any? - ?) umcx(xia ti)

1 A
— vAz <—§1/7 + a*y* Az + _:1:) Ugzza(Tiy ti) — auQVQAxQUImm(:ri, t;)

24
A 2
+V372Txuzzzzzz(xiati) (19)
7 koeficientu u druhé derivace dostavame nutnou podminku stability
2v
At < = (20)

a koeficient u tteti derivace (vypovidajici o dispersi schématu) bude kladny
pro

3v 3 2
At — ——| < —\/V? — —aAx?
T el L L
7 von Neumanovy analyzy stability tohoto schématu dostavame podminky
aAt 1 2v
0< — < - At < — 21
- Az T2 e ~a? 1)

2.3 Rungeovy-Kuttovy metody

V predchozim odstavci byla ¢casova derivace nahrazovana dopirednou ¢asovou
diferenci. V nasich vypoctech ov§em uzivame jednu z modifikaci Rungeovy-
Kuttovy metody. Obecny tvar m-stupnové R-K metody muzeme zapsat ve
forme

uh = yn
u@ = "+ AtagL(uM)
u® = "+ AtazL(u®)

(22)
™ = u" + Ato, L(u™ )

W=y At Z BrL(u®)
k=1
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V nasich vypoc¢tech pouzivame modifikaci s koeficienty

1 1
a2:§; 04325; Bz=1
tedy metodu
1
u? = "+ iAtL(u(l)) (23)

kterd je druhého tadu ptesnosti.

2.3.1 Rovnice s konvekei (RK metody)

Diskretizujeme-li rovnici (14) v prostoru opét pomoci centralni diference a
v case vySe popsanou R-K metodou, dostaneme modifikovanou rovnici s
presnosti do tietiho tadu v nasledujicim tvaru

aAz?

Uy + AUy = — G

(a®7* + 2) Ugaa. (24)

Srovname-li tuto rovnici s rov.(17), je na prvni pohled zfejmy podstatny
rozdil. Pti aproximaci ¢asové derivace pomoci R-K3 se v modifikované rovnici
nevyskytuje difuzni ¢len u,,, a tak se ve schématu vyskytuje pouze vazkost
vyssich tadu. V rovnici pribyl pouze dispersni ¢len. Znaménko tohoto ¢lenu
je vzdy opac¢né, nez znaménko a. Z toho Ize usoudit, ze napt. pro a > 0 bude
numerickd rychlost Siteni oscilaci mensi nez a, a tedy piipadné oscilace se
projevi pted razem.

2.3.2 Rovnice s konvekci a difuzi (RK metody)

Rovnici (15) diskretizujeme nasledujicim zpusobem: konvektivni ¢len pomoci
prvni centralni diference, difuzni ¢len druhou centralni diferenci a casovou
derivaci opét tiistupnovou R-K metodou. Potom ma modifikovana rovnice
tvar

1
Uy + 30Uy — 3V UL, = EAJ‘U (A:m272 + day — Aa:) Ugms (25)
2.3 2

1 7 1
+ EAQ:QV (7a272 — u) Ugpre — EAanUQ’yQuzmm + EAx TV P——

11



Vidime nyni, ze u ¢lenu u,, je pouze fyzikdlni koeficient v > 0 a u ¢lenu
Sestého tadu je také kladny koeficient. U ¢lenu ¢étvrtého faddu lze snadno
vhodnou volbou At dosahnout zaporného koeficientu. Tim jsou splnény po-
stacujici podminky dobré podminénosti tilohy pro modifikovanou rovnici a
tedy nutné podminky pro stabilitu schématu.

Lze také snadno ukazat, ze pro

-2 Az?
< 1— (—=1)%m@y J1 4 ——
7 Aza ( (=1) + 4 )

je koeficient u u,,, zaporny a numericka rychlost siteni oscilaci bude mensi
nez a, a tedy pripadné oscilace se projevi pred razem.

2.3.3 Stabilita Rungeovych-Kuttovych metod

V této kapitole se zabyvame hlavné silnou stabilitou pro koercivni operatory.
Uvazujme R-K aproximaci negativné-definitivniho problému

w, = Lu, RN(Lx,z) <0 VYoeoV (26)

a necht R(Lx, x) spliuje podminku koercivity s néjakou kladnou konstantou
n >0, t]
R(Lz, z) < —nl| Lulf?

Za téchto predpokladu je dokazano nasledujici tvrzeni:
Véta: Uvazujme dobte podminény problém (26) s koercivnim operdtorem
L. Potom R-K metoda (23) je silné stabilni pii CFL podmince

4
At < —
= 557
Nésledné je tato véta aplikovdna na obecnou rovnici s konvekei a difuzi (v d
prostorovych dimenzich).

d

Ou 0 ou
Uy = ZAZ(I',t)a—xl + ]Z_l a—x] <Qi’j(l‘,t)a—xi> —+ B(LE,t)u

kde A; € C' je symetrickd konvektivni matice a @Q;; € C' je symetrickd

difuzivni matice
d

(Q€, &) = Z(Qi,jfiafj) > qlef?

i,j=1

12



Aproximujeme-li nyni tuto soustavu rovnic stejnym zpusobem jako v pred-
chozich pripadech, tedy konvektivni ¢leny prvni a difuzivni druhou centralni
diferenci, dostavame podminku silné stability ve tvaru

4
At < — 4

" R4, + )

kde A,, = max|4;| a Q = > max|Q; ;|
7 i ]

3 Numericky model pro 3D pripad

V této kapitole jsou uvedeny metody pouzivané pii konstrukei naseho nu-
merického schématu. Jsou to metoda umélé stlacitelnosti a metoda konecnych
objemu. Déle je popsana vlastni konstrukce schématu.

Vychozim systémem je systém stfedovanych Navierovych-Stokesovych rov-
nic pro vazké nestlacitelné stacionarni proudeéni v prirozené souradné sou-
stavé, popsany v prvni kapitole. Tento systém feSime metodou ¢asového
ustalovani ve spojeni s metodou umélé stlacitelnosti. Dostavame tedy systém

PW,+F, +G,+H, =[(kR), + (kS), + (kT),] +f (27)
7 000 0
p— 0 1.0 0 f_ —2wQycosp + 2v Y sing
0o 010 N —2uf)ysing
0 0 01 2ufpcosp
p (2 v w
2
W — U F — u-+p G— Qvu H— wv
v uv VT4 p wu
w uw VW w?+p
0 0 0
R=| Y g—| Y T = | Y%
Uy Uy U,
Wy Wy W,

Po integraci pies kontrolni objem dostavame soustavu diferencidlnich rovnic

dw;
dt

de
Liv; = ///(F + Gy + H.)AO — ///((kR)I + (kS), + (KT). + f)d0

13

—LW, (28)

k



Na vypocet integralu vystupujicich v LW; pouzijeme Greenovu vétu

—-LW, = —//(F— kR)ndydz — //(G — kS)ndzdz
0% 9;
— /84(}[ — kT)ndxdy + f;

= - Z(Fz: - kRz,i)Sffz - Z(Gl,i - kSl,i)Syl - Z(Hl,i - le,i)SZl
leK; IEK; IEK;

kde n je vektor vnéjsi normaly a veli¢iny oznacené vinovkou jsou aproximace
toku na jednotlivych sténdch objemu §2;. Sz, Sy;, Sz jsou plochy prumétu
I-té stény do rovin kolmych k osam x, y, z a K; je mnozina indexu bunék sou-
sedicich s buiikou i. V nasem piipadé uzivdme strukturovanou sit s bunkami
ve tvaru Sestistént, a pro vypocet derivaci na sténdch primarni sité dudlni sit
s bunkami ve tvaru osmisténu. Vrcholy bunék dudlni sité jsou ve vrcholech a
stredech bunék sité primarni.

Pro feseni soustavy ODR (28) byla zvolena ttistupiiovda R-K metoda ve
tvaru

0 n

Wiéj’)k1> B Wi(f]i’)k (r)
r+ r

Wik = W@@_WﬂAt”%m (29)
n+1 m

Wﬁk = Wik

kde o] = ]_/2, Qg = 1/2, a3 = 1la

LWijw = LWij + DWi (30)
kde LW, je popsano vyse a DWW, je clen umélé disipace. Clen umélé
disipace je Jamesonova typu ve tvaru smeési druhych a ¢tvrtych derivaci s
koeficienty zavislymi na druhé derivaci tlaku.

4 Numerické vysledky

V této kapitole jsou prezentovany nékteré dosazené numerické vysledky. Vy-
pocty byly provedeny pro $iroky rozsah Reynoldsovych éisel Ree (10°,8.5 x
10®) a pro ruzné testovaci geometrie. Nejjednodussi byla oblast o rozmérech
5.6x2x1 km s jednim kopcem o vysce % celkové vysky oblasti. Tato geometrie
byla pocitana jak bez Coriolisovy sily, tak i s ni. V obou piipadech bylo
pozorovano za kopcem odtrzeni, které pak hralo dulezitou roli pii vypoctu
rozlozeni znecistujici pifmesi.
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Obrazek 1: Rozlozeni rychlosti v zavislosti na vySce v ruzné vzdalenosti od
vstupu pro j=15. Bez Coriolisovy sily.

Pro toto proudové pole bylo spocitano rozlozeni pasivni primési. Byl testovan
také vliv vysky zdroje.

T ——=
I =10 rovima =drsie>
i =50 -
i ==3=o

=
=

Obrazek 2: Koncentrace v zavislosti na vzdalenosti od zdroje v ruznych
vyskéach pro zdroj ve vysce k=10.
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Jednim z dulezitych poznatku, které z téchto simulaci vyplynuly je, ze hod-
nota koncentrace za piekazkou nezavisi zdaleka tolik na vysce zdroje, jako
na charakteru proudéni za prekazkou.

Dalsim testovacim pripadem byla komplexni geometrie se skupinou kopcu,
kterda se svym charakterem blizi redlné situaci. Z vypoctu je vidét, ze cha-
rakter proudéni je jiz natolik komplikovany, ze jeho odhad na zakladé zjed-
nodusujicich pfedpokladi by byl velmi nepfesny. Vypocet pro Re=6.67 x 107.

Obrézek 3: Rozlozeni celkové rychlosti (vlevo) a slozky w (vpravo) ve vysce
k=15.
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za 1. kopcem za 2. kopcem

Obrazek 5: Detail odtrzeni za dvéma po sobé nasledujicimi prekazkami.
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5

Zaver

Prezentované vysledky ukazuji pouzitelnost naseho modelu pro predikci prou-
dovych poli a disperse znec¢istujicich piimési nad sirokym spektrem povrchu.
Tyto vysledky zaroven ukazuji mnoho charakteristickych vlastnosti modelu.

Ukazuje se nutnost pouziti velmi hustych siti u zemského povrchu.
Diky velmi vysokym Reynoldsovym ¢islim se vétsina dulezitych véci
odehrava v tésné blizkosti zemského povrchu.

7 hlediska kvantitativniho je velmi dulezité ptresné rozteseni situace
zvlasté za terénnimi prekazkami. To vede k potiebé zhusténi siti v
téchto mistech. Dalsim dulezitym krokem pro spravné vyteSeni této
situace by mélo byt pouziti ruznych modelu turbulence.

Predpoklad Gaussovského rozptylu, ktery uspokojivé funguje nad hlad-
kym terénem se ukazuje jako zcela zavadéjici jiz v piipadé jednoho
kopce. Vysledky ziskané takovymto jednoduchym modelem mohou byt
znacné podhodnocené a mohou vést k nespravnym zdvérum.

Ukéazalo se, ze koncentrace piimési v oblasti za prekazkou vice zavisi
na charakteru proudéni, nez na poloze zdroje.

Navrzené numerické schéma se ukdzalo jako dostateéné robustni. Vel-
kym omezenim se ovSem ukézala volba explicitnitho schématu. Diky
potiebé velmi hustych siti je casovy krok velmi maly a jevi se jako
vyhodnéjsi pouzit schématu semiimplicitniho nebo implicitniho.

Numerické experimenty potvrdily nutnost pouziti ptidavného tlumiciho
¢lenu a vhodnost jeho volby ve tvaru navrzeném Jamessonem.

Ukazuje se, ze pro model stfednich méritek nelze zanedbat efekty zpu-
sobené Coriolisovou silou.

Velkou pozornost bude jesté treba vénovat volbé okrajovych podminek.
7Zvlasté vhodné by asi bylo propojeni tohoto modelu s modelem velkych
meéritek.

Vsechny vyse uvedené postiehy ukazuji vhodnost tohoto modelu k pre-
dikci proudovych poli a rozptylovych podminek nad realistickym terénem.
Pouzité numerické schéma se ukazuje jako dostatecné robustni pro praktické
aplikace.
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