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Abstract

Title: Numerical solution of two dimensional transonic turbulent flow

Key words: CFD, inviscid and viscous compressible flow, transonic flow, turbulent flow,
Euler equations, averaged Navier-Stokes equations, RANS, finite volume method,
MacCormack numerical scheme, artificial dissipation, Jameson model, algebraic

Baldwin-Lomax model, extended Wilcox k-omega model, SST k-omega model.

The work deals with the numerical simulations of the two dimensional inviscid and
viscous compressible flow in the internal aerodynamics. The high Reynolds numbers are
considered and the model of turbulence is used in a case of viscous flow. The turbulent
flow is modeled by the system of the averaged Navier-Stokes equations completed by the
proper model of the turbulence, the algebraic Baldwin-Lomax model, or the two
equations k-omega model according to Wilcox 2006 and in the SST modification. The
aim is to develop the own numerical solver that will be enable to solve the mentioned
simulations with the sufficient precision and that could be used for the analogical
solutions of the complex problems. A numerical solution is based on the finite volume
method and a discretization is done by the explicit scheme according to MacCormack
which is completed by Jameson model of the artificial dissipation. The developing
software is tested on the geometry of the GAMM channel and for the selected cases of
the flow through the DCA blade cascade. The results are discussed and compared with

the other authors and in a case of the DCA blade cascade also with the experimental data.
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Anotace

Nazev: Numerické feSeni dvourozmérného transsonického turbulentniho proudéni

Klicova slova: CFD, proudéni nevazké a vazké stlacitelné tekutiny, transsonické
proudéni, turbulentni proudéni, Eulerovy rovnice, sttedované Navier-Stokesovy rovnice,
RANS, metoda konec¢nych objemii, MacCormackovo numerické schéma, umela vazkost,
Jamesonovo tlumeni, algebraicky Baldwin-Lomaxtv model, rozsifeny Wilcoxiv

k-omega model, SST k-omega model.

Prace se zabyva numerickymi simulacemi dvourozmérného stlacitelného proudéni
nevazké a vazké tekutiny ve vnitini aerodynamice. V pfipad¢ vazké tekutiny se jedna
o vysokd Reynoldsova cisla a modelovani turbulence. Turbulentni proudéni je
modelovano pomoci systému stfedovanych Navier-Stokesovych rovnic doplnénych
o pitislusny model turbulence, algebraicky Baldwin-Lomaxiv model, nebo
dvourovnicovy k-omega model turbulence ve varianté podle Wilcoxe 2006 a SST
varianté. Cilem je vyvinout vlastni numericky fesi¢, ktery bude moci byt pouzit k feseni
téchto simulaci s dostatecnou pifesnosti a zaroven bude v budoucnu moci byt pouZit
pro feSeni analogickych uloh slozit¢jsiho charakteru. Numerické feSeni je zalozeno
na metod¢ koneénych objemi a diskretizaci pomoci explicitniho schéma
v MacCormackové varianté, které je doplnéno o umélou vazkost Jamesonova typu.
Vyvijeny software je testovan na geometriit GAMM kanalu a pro vybrané ptipady
proudéni v DCA mfiizi. Vysledky jsou diskutovany a srovnavany s jinymi autory a

v ptipadé DCA mfiZe s experimentalnimi daty.
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1 Uvod

V dnesni dob¢ je pocitatova simulace proudéni tekutin, zndmé pod zkratkou CFD
(Computational Fluid Dynamics), stile vice jako nastroj virtudlniho svéta pocitach
uzivana k vypoctliim a simulacim problémul proudéni v realném svété lidi. Simulace jako
takova piinasi s rozvojem pocitacli schopnost modelovat stavy a procesy blizké tém
realnym, umozinuje pii zkoumani povahy a charakteru proudéni obtékanych téles vytvaret
vizualizace, které by bylo mozné v realném svété ziskat jen narocnymi experimenty, nebo
se jednoduSe vyuziva v aplikacich pii konstrukci stroju, vozidel, letadel a zafizeni
uzivanych v bézném Zzivoté. S pomoci simulaci a vizualizaci provadénych na virtudlnim
modelu mizeme ziskat pfedstavu o redlnych stavech a procesech redlného systému. Aby
bylo mozné takové simulace a vizualizace provadét, musime si byt jisti, Ze modeluji
redlné stavy a procesy, to znamend, ze musime vytvaret takové virtualni modely, které
budou totozné s témi skutecnymi, nebo které je budou vhodné aproximovat.

Definovani spravného fyzikalniho modelu je tedy zadkladnim piedpokladem uspésného
procesu simulace. DalSim pfedpokladem je volba vhodného matematického modelu a
jeho vyfteSeni, zde je tfeba uvazit moznosti numerického feseni takového modelu a
optimalizovat jej s ohledem na néarocCnost feSeni pii dosazeni pozadované piesnosti
vysledkt. Ziskané vysledky numerické simulace by pak mély byt ve shodé
s experimentem. Simulaci, ktera splni vySe uvedené zakladni ptedpoklady, 1ze pak pouzit
pro feseni typove shodnych uloh.

Soucasné komercni programy umoziuji fesSit komplexni ulohy s odzkouSenymi
fyzikalnimi 1 numerickymi modely. Maji propracované uzivatelské rozhrani a jednotliva
feSeni lze ziskat bez hlubSich znalosti problematiky proudéni. Jsou v Siroké miie
vyuzivané v technické praxi. Problém miiZe nastat u feseni specifickych tloh, jakymi jsou
naptiklad tlohy s transsonickym proudénim stlacitelné tekutiny ve vnitini aecrodynamice
s modelovanim turbulentniho proudéni. Tato prace se prave takovymi tlohami zabyva a
ukazuje jejich feSeni na srovnavacim piipadu proudéni GAMM kanédlem a vybranymi
pfipady proudéni DCA mfizi.

Transsonické proudéni je charakteristické vysokymi rychlostmi blizkymi rychlosti
zvuku. V proudovém poli se pii ném nachazi jak podzvukové oblasti, tak nadzvukové

oblasti, kter¢ jsou navzajem oddéleny zvukovou ¢arou neboli razovou vinou. Pfi proudéni

13



NUMERICKE RESENI DVOUROZMERNEHO TRANSSONICKEHO TURBULENTNIHO PROUDEN]

ve vnitini aerodynamice k takovym stavim muze dochazet uz pii podzvukovych
rychlostech nabihajiciho proudu, jak uvadi Dvotak [1], nebo jak ukazuji numerické
vypocty uvedené v diplomové praci autora [2]. Takové proudéni oznacCujeme
za transsonické, zhorSuji se aerodynamické vlastnosti, dochazi k nespojitostem
v proudéni a mohou nastat nestabilni rezimy. Vzdy ov§em zalezi na geometrii obtékaného
télesa, pii které k takovym staviim dochazi. Z technického hlediska si 1ze predstavit napf.
navrh lopatky parni turbiny, obtékani pfi provoznich rezimech, a s tim spojené¢ dynamické
namahani vlivem nespojitosti. Je tedy nutné, abychom byli schopni tyto specifické ulohy

uspesné fesit.

1.1 Soucasny stav problematiky

Numerickych simulaci proudéni tekutin zacalo byt vyuzivano k feSeni problémil
aerodynamiky teprve s rozvojem vypocetni techniky. Zpocatku se jednalo o simulace
zalozené na fteSeni Uplné potencidlni rovnice a metodou malych poruch pomoci
Laplaceovy rovnice. V nich je tfeba pfijmout implicitné ptedpoklady zanedbéni
disipativnich procest, které jsou zpusobeny vazkosti, ptfipadné tepelnou vodivosti.
Dalsim ptfedpokladem je model nevifivého proudéni, na jehoz zakladé vektor rychlosti
lze vyjadiit jako spojitou skalarni funkci polohy, tj. potencial rychlosti. Zistava vSak
otevienou otazkou, jakym zptisobem modelovat turbulentni proudéni, které je téméi vzdy

Resenim transsonického proudéni potencialnimi modely se zabyvali napt. Magnus a
Yoshihara [3] nebo Murman a Cole [4]. V prubéhu 70. let stale vice autorii navazovalo
na jejich prace. Jednalo se predevSim o feSeni obtékani leteckych profilt, které bylo
spojeno s prudkym rozvojem modernich proudovych dopravnich letadel a nutnosti fesit
rychle komplexni ulohy obtékani spojené s rezimy letu a chovanim letadel pfi provozech
blizkych rychlosti zvuku a navrhem optimalnich podminek provozu. Nejzndméjsi z nich
je prace Jamesona [5] zabyvajici se trojrozmérnym obtékanim Sipového kiidla nebo
zprava Langleyho [6] zabyvajici se dvourozmérnym feSenim transsonického obtékani
leteckého profilu. VSechny vysSe uvedené pfistupy byly vyuZivany i pro feSeni vnitini
aerodynamiky plynt pfi navrzich energetickych stroji. Zminime disertacni praci Kozla
[7], kterd se zabyva feSenim obtékani profilové miize metodou poruchového potencialu,
a dalsi navazujici prace s Polaskem a Vaviincovou [8] a s Rozsypalem [9] rozsifené

o ulohy obtékani miize v kandlu a trojrozmérné modelovani obtékani mtize.
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Jedna z prvnich praci, ktera se zabyvala numerickym feSenim transsonického proudéni
vazké tekutiny, byla prace Deiwerta [10]. Autor v ni pfedstavil feSeni numerické simulace
pro 2D transsonické obtékani vazké stlacitelné tekutiny kolem 18% kruhového profilu
pro rizné hodnoty Reynoldsovych ¢isel nabihajiciho proudu. Pro numerické feseni bylo
uzito metody kone¢nych diferenci a neortogonalni sité. Prace jako takova byla po spoustu
let brana jako referen¢ni pii validaci numerickych simulaci. Se stile se rozSifujicimi
moznostmi vypocetni techniky bylo mozné fesit komplexnégjsi typy tloh.

Z mnozstvi praci, které béhem poslednich let vznikly, jmenujme prace Fiirsta,
ve kterych se zabyval feSenim vnitinich a vnéjsich tloh aerodynamiky [11], [12]. V nich
byla ukézana pouzitelnost modernich TVD schémat a jejich modifikaci, jejichz vlastnosti
byly porovnavany na piipadu transsonického proudéni dvourozmérnym kandlem a
piipady vazkého proudéni DCA miizi, avSak pouze pro piipad proudéni s Reynoldsovym
¢islem Re = 6400. Pro numerickou simulaci v turbinové mitizi SE1050 bylo opét ovéfeno
pouziti vySe uvedenych schémat pro ptipady proudéni nevazké a vazké tekutiny.
V ptipad€ vazkého proudéni prace nefeSila modelovani turbulence, jednalo se pouze
o laminarni proudéni. Prace, jenz se zabyvala trojrozmérnym proudénim v turbinové
mfizi, byla prace Dobese, Fiirsta, Fofta, Halamy a Kozla [13]. Turbulentnim proudénim
nestladitelné tekutiny se ve své praci zabyval Louda [14]. Resil v ni dvourozmérné a
tfirozmérné turbulentni impaktni proudéni. Svym pojetim se jedna o praci vyznamného
charakteru, protoze jsou v ni srovnavany dvourovnicové modely turbulence dnes tolik
pouzivané v technické praxi.

V poloving 80. let se na UT AVCR zabyval experimentalnim méfenim transsonického
proudéni pii vysokych rychlostech Dvorak. Jeho publikované vysledky jsou pomérné
vyznamné [1]. Jednd se o interferometrickd méfeni rychlostniho pole pii obtékani 8%
DCA mfiZe pro rizné konfigurace vstupnich rychlosti a thli ndb¢hu. Z dalSich jmenujme
Safaiika a kolektiv navazujici vyzkumem a celou fadou praci na Dvotaka a fesici
problematiku transsonického proudéni v lopatkovych mftizich. Vysledky vypoctu, které
jsou uvedené v této praci, jsou srovnavany s vyse zminénymi experimenty provedenymi

UT AVCR.
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1.2 Cile prace

Cilem této prace je vyvinout vlastni numericky fesic pro dvoudimenzionalni simulace

obtékani profilu pro transsonické proudéni nevazké a vazké stladitelné tekutiny

ve vnitini aerodynamice. V pfipadé nevazkého modelu stlacitelné tekutiny je pfedmétem

feSeni systém Eulerovych rovnic. V ptipadé¢ modelu vazké stladitelné tekutiny se fesi

systém stfedovanych Navier-Stokesovych rovnic doplnény o model turbulence.

Charakter proudéni je zuzen pro velmi vysoka Reynoldsova &isla (~10°). Jednotlivé cile

prace lze rozd¢lit do nésledujicich skupin:

Vybér matematického modelu volbou fyzikalniho modelu. S tim souvisi popis
modelu pomoci systému parcidlnich diferencidlnich rovnic a pfislusnych
okrajovych podminek ulohy, v pfipadé vazkého proudéni vcetné zplsobu

modelovani turbulentniho proudéni.

Realizace numerické metody teSeni vcetné stanoveni vhodnych okrajovych

podminek. Vyvoj vlastniho numerického fesice.

Vysledky numerickych realizaci proudéni pro referen¢éni ulohu proudéni GAMM
kanalem a numerickych realizaci proudéni skrz DCA mfiiz, jenz se srovnavaji
s experimentalnimi daty. Zde by méla byt prokdzana dobra vzajemna korelace,
tim validovan vyvijeny numericky fe$i¢ a prokdzdna vyuzitelnost této disertacni

prace pro feseni podobnych typt tloh vnitiniho proudéni.
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2  Matematické modely

Proudéni tekutin lze popsat ttemi zakladnimi fyzikalnimi zdkony, zdkonem zachovani
hmoty, hybnosti a energie. Pro pfipady numerickych simulaci se uvazuji bilan¢ni rovnice
pro neménny kontrolni objem. Zakon zachovani hmoty je vyjadfen jako bilance hmoty,
kde uvazujeme pouze konvektivni tok hmoty pies kontrolni objem. Zakon zachovani
hybnosti, tedy druhy Newtoniiv pohybovy zakon, je vyjadien bilanci hybnosti. Zdrojem
slozky hybnosti v daném sméru je objemova a povrchova sila. Bilance energie je pak
vyjadienim prvniho zdkona termodynamiky, zdkona zachovani energie. Pfirtistek energie
materidlového objemu tekutiny se déje vlivem prace vnéjSich sil a dodavky tepla.
Rovnice, které popisuji vazké prodéni, se nazyvaji Navier-Stokesovy rovnice. Nevazké

proudéni lze popsat Eulerovymi rovnicemi zanedbanim vlivu vazkosti.

2.1 Model nevazkeého proudéni

Nevazké dvourozmérné proudéni je popsano systétmem Eulerovych rovnic

v nasledujicim tvaru

Wt+Fx+Gy=0, 2.1)
kde

W= (p, pu pv.e),
F= (pu, pu’ + p, puv, (e+p)u)T, (2.2)

G = (pv, puv, pv* + p, e+ p)v)

pficemz W je vektor konzervativnich proménnych a F, G jsou vektory nevazkych toki.
Jednotlivé Cleny vektorti predstavuji hustotu p, slozky rychlosti (u#, v) v osach x a y,
staticky tlak p a vnitini energii e. Systém rovnic (2.1), aby byl uplny, je tfteba dale doplnit

0 stavovou rovnici

p:(x_l)[e_%p(uuvz)}, 23)
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kde x reprezentuje adiabaticky exponent, pro ktery plati
Kk=—". (2.4)

V idealnim plynu jsou mérné tepelné kapacity ¢, a ¢, konstantni, adiabaticky exponent je
tedy také konstanta, ktera pro vzduch nabyva hodnoty x =1,4. Tento model byl autorem

pouzit v pracich [15], [16], [17], [18], [19], [20] a [21].

2.2 Model vazkého laminarniho proudéni

Vazké dvourozmérné proudéni stlacitelné tekutiny je popsdno systémem

Navier-Stokesovych rovnic v nasledujicim tvaru
W, +F +G =R _+S , (2.5)

kde

W =(p, pu, pv,e)',
F= (pu, pu’ + p, puv, (e+p)u)T,
G =(pv., puv, pv* + p,(e+ p)v) , (2.6)
R=(07, 7,07, +v2, —q,)

7
S :(0, Ty Ty UT, VT —qy) .

Porovname-li systém Eulerovych rovnic (2.1) s vySe uvedenym systémem rovnic (2.5),
pfibyly na pravé stran¢ v ptipadé systému Navier-Stokesovych rovnic (2.5) vektory

vazkych tokti R a S. Pro jejich jednotlivé Cleny pak plati nasledujici rovnice.
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Slozky tenzoru vazkych napéti z;; jsou vyjadieny jako
T, =H (uy +vx), (2.7)

Tepelny tok q je charakterizovan podle Fourierova zdkona rovnicemi

q, == AT,

(2.8)
q, =— AT,

¥y

kde /4 je soucinitel tepelné vodivosti a T je termodynamicka teplota. Rovnice lze dale za

piedpokladu vypoctu v idedlni plynu, psat ve formé

ar =t % [P
Pre—1\p ).

ar =t F P
Y Prr-1\p )

kde u je dynamické vazkost, x reprezentuje adiabaticky exponent ze vztahu (2.4) a Pr je

(2.9)

Prandtlovo ¢islo, pro vypocty zpravidla jako konstanta, jejiz hodnota je pro vzduch brana

Pr=0,7. Zavislost dynamické vazkosti na teploté 1ze stanovit pomoci Sutherlandovy

rovnice

3/2
#_[T) LtS (2.10)
T, T+S

nebo ve zjednodusené formé& pomoci Rayleighova vztahu

i:(lj . 2.11)
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Dale v praci bude pouzito uz jen vztahu (2.11). Systém Navier-Stokesovych rovnic (2.5)

je opét uzavien stavovou rovnici (2.3).

2.3 Bezrozmérovy tvar Navier-Stokesovych rovnic

Ucelem této transformace je pievést systém Navier-Stokesovych rovnic ze vztahu
(2.5) do bezrozmérového tvaru vztazenim rozmérovych veli¢in na vhodné zvolenou

veli¢inu referencni stejného rozméru, napf.

o N (u*,v*)—) (u,v)’ p - P =~ e - ° -,
o w, PouWa PoWe
(2.12)
(v ) B2 o e e (T
Lref ref 0 /uw

To je vyhodné pro lepsi manipulaci s konstantami v numerickych vypoctech a zejména
pro srovnani numerického feSeni s experimentalnimi daty. Jednotlivé veli¢iny jsou tedy
vztazeny k veli¢inam referencnim, tj. referencni hustoté¢ p., referencni rychlosti we
homogenniho nabihajicitho proudu, referencni délce L. coZz v pfipadé vnitini
aerodynamiky muze byt Sitka kandlu v misté vstupu, referen¢ni termodynamické teploté
T a referen¢ni dynamické vazkosti u.. Bezrozmérovy tvar je pak po transformaci dan

takto

W' +F +G’ =L(R*+S*), (2.13)
Coo * Re' * 7

kde Re je Reynoldsovo ¢islo vyjadiujici charakter nabihajiciho proudu. Pro Reynoldsovo

¢islo pak plati nasledujici tvar dany vySe uvedenymi vztahy pfi normovani

L
Re=P2Mxlrs (2.14)

My

Ostatni Cleny v systému (2.13) jsou dany vztahy (2.6) - (2.11), kam se dosadi
bezrozmérné veliciny z vyjadieni (2.12). Od tohoto mista dale v textu bude vzdy minén
bezrozmérovy tvar, ktery nebude zdiraziiovan indexem hvézdi¢ky. Model v tomto tvaru

byl autorem pouzit v pracich [16], [17] a [20].
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2.4 Pojem slabého feSeni

Eulerovy rovnice ze vztahu (2.1) jsou hyperbolicky systém zdkonli zachovani, ktery

lze piepsat do nasledujiciho obecného konzervativniho tvaru

d
ou 0
> Z‘a_ J(@)=0, x=(x,...x,)eR’, t>0, (2.15)
kde
P PV

ol PV, +0,;p
u=| .. |,h, = : (2.16)

PV PVev;+6,p

e (e+p),

akde index j=1,2,...,d.

Vektor h; = (hl sl pj) pro p=d +2 je vektor nevazkych tokii z mnoziny hladkych
funkci z C' (‘Rd X ‘R*) uvnitf oteviené mnoziny 2 c R’ z prostoru R” a u= (ul,...,u p)

je hledany vektor funkci, které jsou z mnoziny C' (‘Rd ><ER+) rovnéZ z podprostoru Q.

Klasické feSeni Cauchyovy uloha pro systém (2.15) je definovéano jako uloha nalézt feSeni

systému

ou & 0
—+ Y —h.(u)= 2.17
ot ; ox ’ @17)

pro viechny u=(x,#)e C' (SRd X SR+) s po¢ate¢ni podminkou
u(x,0)=u,(x) pro ¥x e R’ . (2.18)

Klasické feSeni takového nelinearniho systému i pii dostate¢né hladké pocatecni
podmince ¢&ini problémy. Zobrazeni R? — R’ je prosté pouze pro ¢ € (O,T ) z R". Pro
hodnoty ¢ >T z R™ mohou vznikat nespojitosti v feSeni zpisobené nejednoznacnosti

zobrazeni R — R’ . Zavadi se proto pojem tzv. slabého feseni, které umoziiuje vznik a

21



NUMERICKE RESENI DVOUROZMERNEHO TRANSSONICKEHO TURBULENTNIHO PROUDEN]

Sifeni nespojitosti. Pocatecni tlohu Ize potom fesit v libovolném case na celém intervalu
R". Uvazujme Cauchyovu ulohu definovanou pomoci vztaht (2.17) a (2.18). Zvolme
u ez (R'). Potom w=(x,r) je slabym feSenim (2.17) a (2.18), pokud

loc

ue L}fm(iRd X R*) spliiuje

_H‘{ua_(o+i hj(u)S—(p} dxdt:—j uo(x)(o(x,O)dx (2.19)

pro libovolnou testovaci funkci @ € Cy(R? xR™) pro viechna 1< j<d . Existuje vztah
mezi klasickym a slabym feSenim. Plati, Ze klasické feSeni je zaroven slabé feSeni. Slabé
feseni spliujici podminku C'(R?xR") je fesenim Cauchyovy tlohy definované vztahy
(2.17) a (2.18) v klasickém smyslu. Lokalni integrovatelnost funkci danou L; lze

zeslabit na méfitelnost.
V matematice se casto uziva zapisu v integralni formé, pro 2D systém ze vztahu (2.1)

bude ve tvaru

ﬁdeS+j(F,G)ndS=0, (2.20)
at S oS

kde pro funkce W, F a G neni nutné, aby platilo, ze W,F,G e C'(£2), tudiz se piipousti
1 slabé feSeni, které umoziuji zahrnout do feSeni 1 nespojitosti, napi. rdzové viny, jenz se
hojné¢ vyskytuji pti transsonickém proudéni. Podrobny rozbor teorie a analyzy fesSeni lze

nalézt v publikaci od Temama [22].
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2.5 Okrajove podminky

Nasledujici odstavec pojednava o okrajovych podminkach pro systémy rovnic (2.1) a
(2.5). Jejich formulace musi byt v souladu s charakterem uvedenych systémul rovnic.
Pro numerickou simulaci je vzdy dualezitd formulace okrajové podminky na vstupu a
vystupu proudici tekutiny z vypocetni oblasti a okrajova podminka na pevné sténé. Dale
existuje celd tfada okrajovych podminek, které jsou uzivany pro specifické ptipady
proudéni tekutin ve vztahu ke geometrii vypoctové oblasti, napf. periodicka okrajova

podminka uzitd v ptipadé proudéni DCA mfizi.

2.5.1 System Eulerovych rovnic

Pro systém Eulerovych rovnic, jenz je hyperbolicky, je dilezité rozliSovat, jaky je
podil mezi velikosti rychlosti proudici tekutiny a lokalni rychlosti zvuku. Ten je vyjadien

prostiednictvim Machova ¢isla, jenz je dano vztahem

Ma=Y"""_, 2.21)

cloc

pfi¢emz lokalni rychlost zvuku je definovéna jako

¢, = 2 (2.22)
o

Je-li na vstupu tekutiny do oblasti pro velikost Machova cisla ve sméru kolmém na
vstupni hranici splnéna podminka Ma < 1, potom se piedepisuje hodnota pro hustotu pu

a pro rychlost (u, v)«. Pro tlak p se pfedepisuje Neumannova okrajova podminka ve tvaru

0

P _y, (2.23)

on
pricemz n je vektor vnéjs$i normaly. Energie se dopocitava ze stavové rovnice (2.3). Je-li
na vstupu tekutiny do oblasti pro velikost Machova ¢isla ve sméru kolmém na vstupni
hranici splnéna podminka Ma >1, potom se piedepisuje hodnota pro hustotu p., pro

rychlost (u, v)» a pro tlak p.. Energie se opct dopocitava ze stavové rovnice (2.3).
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Pro vystup tekutiny z oblasti a pro velikost Machova ¢isla ve sméru kolmém na
vystupni hranici splitujici podminku Ma <1 se pfedepisuje hodnota tlaku. Podminka pro

hustotu a pro rychlost je vyjadfena Neumannovou podminkou

@ _y, (2.24)
on

oluv) . (2.25)
on

Energie se dopocitava ze stavové rovnice (2.3).
Je-li na vystupu tekutiny z oblasti velikost Machova ¢isla Ma >1, potom se
predepisuji okrajové podminky pro jednotlivé veli¢iny pomoci Neumannovy podminky

podle vztahl (2.24) a (2.25) pro hustotu a rychlost, pro tlak potom analogicky jako

a—pzo. (2.26)
on
Energie se opét dopocitava ze stavové rovnice (2.3). Pro ptipad pevné stény se

predepisuje podminka vyjadiujici neprostupnou hladkou sténu ve tvaru
(,v),n=0. (2.27)

Periodickd podminka se ptedepisuje tak, ze hodnoty konzervativnich proménnych si
podél periodickych hranic oblasti vzajemné, v pfislusSnych bodech, odpovidaji.
Podrobnou analyzu rovnic ve vztahu k uvedenym okrajovym podminkam lze nalézt napf.

v knize Kozla a Dvoraka [23].

2.5.2 Systém Navier-Stokesovych rovnic

Okrajové podminky pro systém Navier-Stokesovych rovnic vychézi z teorie zadani
okrajovych podminek pro nevazké proudéni, tj. pro systém Eulerovych rovnic. Pro vstup
tekutiny do oblasti se pfedepisuje hodnota pro hustotu p., rychlost (u, v)« a teplotu Tw.
Pro tlak p se ptfedepisuje Neumannova okrajova podminka podle (2.23). Energie se
dopocitava ze stavové rovnice (2.3). Pro vystup tekutiny z oblasti se pfedepisuje hodnota
pro tlak. Podminka pro hustotu a pro rychlost je vyjadiena Neumannovou podminkou
stejné jako podminky, které jsou dany vztahy (2.24) a (2.25) v ptipad¢ Eulerovych rovnic,

a analogicky i Neumannovou okrajovou podminkou pro teplotu. Energie se dopocitava
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ze stavové rovnice (2.3). Pro pfipad pevné stény se piedepisuje podminka vyjadiujici

nulovou rychlost na sténé ve tvaru
(u,v), =0. (2.28)
Podminka neprostupnosti teploty na sténé je vyjadiena Neumannovou podminkou

or

—=0. 2.29
n (2.29)

Periodicka podminka se realizuje stejn¢ jako v ptipadé Eulerovych rovnic, je navic

doplnéna o podminku pro teplotu.
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3 Turbulentni proudéni

V pfirod¢ i1 v technice je pfevazna ¢ast proudéni turbulentni, od nizkych rychlosti az
po nadzvukové. Turbulentni proudéni se objevuje vSude tam, kde setrvacné nebo
objemove¢ sily, jenz ptisobi na tekutinu, jsou dostate¢né velké oproti vazkym sildm, které
tlumi poruchy a nestability v proudéni. Urcujicim parametrem je tzv. kriticka hodnota

Reynoldsova ¢isla

Re=PYL. 3.1)

y7,
které vyjadiuje pomér setrvacnych a trecich sil. Pfi jejim prekroCeni smérem nahoru
prechazi laminarni proudéni do turbulentniho a naopak.

Turbulence je natolik slozit4 vlastnost tekutiny, ze neexistuje jeji jasna a jednoznacna
definice. Napfiklad podle Bradshawa [24] se jedn4 o nestacionarni trojrozmérny pohyb
virt,, ve kterém nasledkem jejich protahovani vznikaji fluktuace rychlosti, jenz tvoii
spojité spektrum vinovych délek od nejmensich, danych vazkymi silami, az po nejveétsi,
urcené okrajovymi podminkami, tj. geometrickymi rozméry. Turbulence je bréna jako

vlastnost proudéni vazké tekutiny a je dand témito zakladnimi atributy:

e nedeterministickymi zménami proudéni v ¢ase a prostoru,
e turbulentnim pfenosem hmotnosti, hybnosti a tepla,
e vifivosti a prostorovosti turbulentniho pohybu,

e disipaci turbulentni kinetické energie.

Turbulence tedy, dle vySe zminéné Bradshawovy hypotézy, je sloZzena ze spektra
turbulentnich virti, od nejvétSich, danych geometrii proudu, az po nejmensi, v nichz
dochazi k pfeméné turbulentni kinetické energie v teplo. U struktur turbulentniho
proudéni i pfes jejich nahodilost dochazi za stejnych okrajovych podminek ke vzniku
stejnych univerzalnich vlastnosti. Turbulence je vysledkem kvazi deterministickych
procest, ke kterym dochézi v proudici tekutiné a které 1ze popsat pomoci statistickych

zakonu.
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3.1 Modelovani turbulentniho proudéni

Modelovani turbulentniho proudéni 1ze popsat tfemi zakladnimi metodami, které byly
v pribc¢hu let vyvinuty. VSechny metody jsou zalozeny na numerickém feSeni
pohybovych rovnic, které jsou tvofeny zakonem zachovani hmotnosti, hybnosti a energie.

Pro popis turbulentniho proudéni jsou dulezité stfedni hodnoty proudéni.

e DNS (Direct Numerical Siulation)

Piimy pfistup k modelovani turbulentniho proudéni neboli pfima numerickd simulace
spociva v feseni pohybovych rovnic pro dané okrajové a pocatecni podminky a urceni
sttednich hodnot proudici tekutiny za dany cCasovy interval. Jednd se o numericky

wewvr

budou popsany i ty nejmensi virové struktury, které se nachazeji v feSené oblasti. Pocet

uzlli sité je tmémy Re”?, metoda je tedy velmi naro¢na na pamét’ a rychlost vypocetni
techniky. V soucasné dob¢ se pouziva k vypocétim a rozboriim turbulentniho proudéni

tam, kde nelze parametry proudéni ziskat z experimentu.

e RANS (Reynolds Average Navier-Stokes equations)

Tento ptistup je podle Reynoldse [25] zaloZzen na rozdéleni okamzitych hodnot
nestacionarnich veli¢in na stfedni hodnotu a fluktuacni slozku a nésledné feSeni
sttedovanych pohybovych rovnic pro stfedni hodnoty zévisle proménnych. Soustava
musi byt doplnéna o model turbulence, jenz vhodnym zplsobem aproximuje tenzor
Reynoldsovych napéti. V soucasné dobé byva metoda hojné vyuzivana zejména

v technickych aplikacich a je pouzita i v autorovych pracich [17], [18], [19], [20] a [21].
e LES (Large Eddy Simulation)

Metoda je zaloZena na kombinaci obou ptedchozich. Velké virové struktury, jejichz
velikost je srovnatelnd s rozméry oblasti a které zajiStuji turbulentni pfenos hmoty,
hybnosti a energie, se modeluji DNS piistupem. Naopak malé viry, ve kterych dochazi
k disipaci energie, se modeluji statistickym piistupem pomoci tzv. subgrid modelu.
Vychozi rovnice pro LES se ziskavaji filtrovanim Navier-Stokesovych rovnic, které

oddéli viry, jejichz velikost je mensi nez Sitka filtru. Vysledné rovnice popisuji
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nestaciondrni pohyb velkych virti, na ktery se superponuje pohyb malych virt. Metoda

byla navrzena Deardorffem [26], jenZ pouzil subgrid model podle Smagorinského [27].

3.2 Stfedovani veli¢in proudového pole

V tomto odstavci je ukdzan pfistup k odvozeni stiedovanych Navier-Stokesovych

rovnic. Podle Reynoldse [25] l1ze okamzitou hodnotu veli¢iny proudového pole @(xi,t)

rozd¢lit na soucet stfedni hodnoty (D( ) a jeji fluktuace @ ( ) podle vztahu
D(x,,t)=D (x,,t)+ D"(x,,1). (3.2)

Pro stiedni hodnotu veli¢iny na ¢asovém intervalu A¢ pak plati vztah

to+At

@D (x,t)=lim— |D(x,t)dt, 33
(I)A,Mti(,) (3.3)
pro stfedni hodnotu fluktuace plati
to+4t
@' (x,,t)= Altl_rzawz jcp (3.4)

Stiedovanim veli¢in pomoci uvedenych vztahi v rovnicich zachovani hmotnosti,
zachovani hybnosti a rovnici zachovani celkové energie danych systémem (2.5) vznikne
konvencné stiedovany systém. V ném jsou kromé vyrazii se stfednimi hodnotami
odpovidajicimi vyraziim v ptivodnich rovnicich systému (2.5) 1 vyrazy vyjadiujici vliv
turbulence na proudéni s fluktuacemi hustoty, které komplikuji feseni. Proto Favre [28]

zavedl hmotnostné podminéné stiedovani, kde stfedni hodnota veli¢iny je ddna jako
B(x,, 1) = LL1) (3.5)

a okamzitd hodnota veliCiny je vyjadifena opét jako soucet jeji hmotnostné podminéné

stfedni hodnoty @(x,,t) a fluktuace @'(x;,7)

D(x,,t)= D(x,,t)+ D'(x;,). (3.6)
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Vztah (3.6) se vynasobi vyrazem p = p + p" a po konvencénim zptsobu stiedovani se

dostane rovnice
p@ixi,tizﬁ@(xi,t)+p@'ixi,ti. (3.7)

Z definice stfedni hodnoty veli¢iny (3.5) musi platit

p@'(x,,1)=0. (3.8)

Rozdil mezi konven¢nim zptsobem stiedovani a hmotnostné podminénym zptisobem

1ze vyjadiit nasledujicimi vztahy:

e konven¢ni stfedovani podle Reynoldse

@"(x,,t)=0, p®@"(x,,t)#0, (3.9)

e hmotnostné podminéné sttedovani podle Favra

D'(x,,t)#0, p@'(x,,t)=0. (3.10)

3.3 Rovnice zakonu zachovani hmotnosti

K odvozeni stfedované rovnice zdkonu zachovani hmotnosti vyuzijeme prvni rovnici

systému (2.5)

op O
9P L9 (pU)=0, 3.11
o (pU,) (3.11)
do které dosadime
p=p+p", (3.12)
U =U+U. (3.13)

Upravami pomoci vztahtl (3.9) a (3.10) ziskame stfedovanou rovnici

aa_f%%(,sa):o, (3.14)

ktera ma formaln¢ stejny tvar jako rovnice (3.11).
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3.4 Rovnice zdkonu zachovani hybnosti

K odvozeni sttedované rovnice zakonu zachovani hybnosti vyuzijeme druhou a treti

rovnici systému (2.5) vyjadiené v nekonzervativnim tvaru jako

0
at(

o Oty
U+ ~(ovu,)- "o o (3.15)

I i J

Stfedovana rovnice zakonu zachovani hybnosti ma tvar

ﬁ(ﬁﬁf) ‘ (ﬁﬁﬁj)__%_'_%(r —pU'U') (3.16)

Zde je patrny rozdil mezi piivodni rovnici (3.15) a novou stiedovanou rovnici (3.16)
ve ¢lenu na pravé stran€ — pU U’ , ktery vyjadiuje vliv turbulentnich fluktuaci v tekutiné

na prenos hybnosti a je oznacovan jako Reynoldsovo turbulentni napéti.

3.5 Rovnice zdkonu zachovani energie

Rovnici zékonu zachovéni energie pfepiSeme ze systému (2.5) do nekonzervativniho

tvaru v podobé¢ entalpie jako

0 ap op ou, oq;
h +— hU +U, +7, —-— )
&P o kU )=, o, ax, ox (3.17)

I J J

Stiedovana rovnice ma tvar

Ry —
( )+—(phU) —+U.§+U;; r,jaa;]jl—az{—aij(ph'U;). (3.18)

V rovnici lze pro vétsi rychlosti zanedbat praci tlakovych sil a disipaci. Posledni ¢len

v rovnici (3.18) vyjadiuje turbulentni transport tepla.
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3.6 Uzavieni systému sttedovanych Navier-Stokesovych rovnic

Stiedovanim Navier-Stokesovych rovnic vznikly v ptipad¢ rovnic zdkonu zachovani
hybnosti a energie dva nové Cleny, turbulentni pfenos hybnosti a turbulentni pfenos tepla.
Soustava tedy vyzaduje doplnéni o model turbulence, ktery bude tyto dva nové Cleny
vhodné aproximovat, a tim soustavu uzavie. V této praci je pouzito hypotézy, kterou
navrhnul Boussinesq [29]. Je zalozena na analogii k Newtonovu tfecimu zdkonu a
vyjadiuje turbulentni napéti podobné jako vazké napéti pomoci ptidavné turbulentni

vazkosti. Ta je pro dvourozmérnou nestlacitelnou mezni vrstvu vyjadiena rovnici

-puv'=pu —. (3.19)

Pro obecny piipad turbulence byla Boussinesqova definice rozSifena Harlowem a

Nakayamou [30] do dnes ¢asto uzivaného tvaru

l o —
~25,pULU} . (3.20)

o0, o, 2 5 aﬁk]
3

U0 = | iy )
PR ”’[axj ox, 3 7 ox,

1

Stfedované Navier-Stokesovy rovnice maji formalné stejny tvar jako rovnice dané
vztahem (2.5) s tim, ze v tomto pfipad¢ se jedna o stiedni hodnoty veli¢in. Zavedenim

turbulentni vazkosti x, pfejdou rovnice (2.7) do tvaru

4 2
Ty =(ﬂ+ﬂt)(§ux——vy),
T, :(,u+,ut)(uy+vx), (3.21)

4 2

3

a rovnice (2.9) do tvaru

(3.22)
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Clen Pr: v ptedchozich rovnicich (3.22) je turbulentni Prandtlovo ¢&islo, které se pro

vypocty zpravidla predpoklada konstantni, pro vzduch se uvazuje hodnota Pr, =0,9.

Obecné je dano vztahem

(3.23)

kde 4, je turbulentni tepelna vodivost slouzici k vyjadieni turbulentniho pfenosu hybnosti
zavedend podobn¢ jako turbulentni vazkost u,. Dale se v turbulentnim proudéni lze setkat
1 se vztahem definujicim turbulentni Reynoldsovo Cislo jako pomér turbulentni a
dynamické vazkosti ve tvaru
Re, = £ (3.24)
Y7
Bezrozmérny tvar sttedovanych Navier-Stokesovych rovnic je rovnéz formalné stejny
jako bezrozmérny tvar Navier-Stokesovych rovnic ze vztahu (2.13). Veli€iny turbulentni
energie k a specifické rychlosti disipace w, které budou uzity v dal§im textu, jsou
transformovany do bezrozmérného tvaru nasledovné
oL,

k’ —>i2, " —>—=. (3.25)
w

o0 0

3.7 Modely turbulence

Model turbulence, jak jiz bylo zminéno, pfedstavuje nastroj k uzavieni stiedovanych
Navier-Stokesovych rovnic. Pomoci nich se vypoc€itd nezndmé hodnota turbulentni
vazkosti vyskytujici se v rovnicich (3.21) a (3.22). Podle poctu rovnic, které se musi

pii vypoctu turbulentni vazkosti fesit, existuji modely s turbulentni vazkosti:
e Algebraické modely

Nejjednodussi modely jsou algebraické modely, které neobsahuji zadnou transportni
rovnici. Turbulentni vazkost je vyjadfena pomoci stiednich hodnot veli¢in proudéni.
Modely jsou zalozeny na Prandtlové predstavé o sméSovaci délce [31], ktera vyjadiuje
vzdalenost, jenZ urazi turbulentni vir napfi¢ mezni vrstvou, neZ misenim zanikne. Jsou
navrzeny pro dvourozmérnou nestlacitelnou mezni vrstvu a pouzitelné pro jednoduchou
geometrii. Detailnéj$i popis algebraickych modelti turbulence a jejich pouziti je uveden

ve zprave Piithody [32].
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e Jednorovnicové modely

Modely fesi pouze jednu transportni rovnici, ktera je vyjadfenim transportu turbulentni
energie. Jsou vhodné pro feSeni tenkych smykovych vrstev. Predstavitelem je pomérné
Casto pouzivany model Spalarta a Allmarase. Nevyhodou je algebraicky vztah pro

vvvvvv

proudéni.
e  Dvourovnicové modely

Modely jsou zalozeny na feSeni dvou transportnich rovnic pro turbulentni energii & a
rychlost disipace ¢, resp. specifickou rychlost disipace w. Oznacuji se k — &, resp.

k — @ . Pouzivaji se Casto v riznych modifikacich.

3.7.1 Algebraicky model turbulence podle Baldwina-Lomaxe

Baldwin-Lomaxtv model [33] je modifikaci zdkladniho algebraického modelu
turbulence Cebeci a Smithe [34] s cilem odstranit z modelu parametry mezni vrstvy. Ta
je v ném proto rozdélena na dv¢ oblasti, vnitini (blize stény) a vnéjsi oblast. Turbulentni

vazkost ve vnitini oblasti je dana vztahem

= pFi* Y|, (3.26)

kde y je vzdalenost od stény, Q je vifivost, pro dvoudimenzionalni piipad dana rovnici

Q= ow _v , (3.27)
oy Ox
F4je van Driestova funkce, jenz je definovana
luy
F,=1-exp| ———|, (3.28)
Av,
u je tzv. tieci rychlost a 7, smykové napéti, mezi nimiz je zavislost
N
R LT (va—”) : (3.29)
p ),

Nutno poznamenat, ze v piipad¢ ¢lenu x v rovnici (3.26) se jedna o Karmanovu

konstantu, jenz nabyva hodnoty x =0,4. Empirick4 konstanta A byla urena 4 = 26.
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Pro uplnost je tfeba dodat i vztah mezi kinematickou a dynamickou vazkosti

v=H (3.30)
o,

Turbulentni vazkost ve vnéjsi oblasti je dana rovnici

#, =0C,F,F,, (3.31)

kde a a C¢p jsou konstanty nabyvajici hodnost « =0,0168 a C,, =1,6.

Funkce F\, je pro pfipad obtékani stény dana vztahem

FW = ymaxEnax > (3'32)

kde Finax je maximum funkce, pro kterou plati nasledujici vztah
F =)|Q|F, (3.33)

a Ymax J€ vzdalenost od stény, ve které funkce F' nabyva svého maxima. V ptipad¢ uplavu

je pak funkce F,, definovéna jako

2
Fw = kaymax ?“U > (334)

max

kde AU je rozdil mezi maximalni a minimalni rychlosti v pfislusném fezu x = konst. a

Cwi je konstanta s hodnotou C,, = 0,25. Pro funkci Fi ze vztahu (3.31) pak plati vztah

6 -1
F, = [1 +55 (CKL Lj } , (3.35)
Y max

pficemZ konstanta Cx, nabyva hodnoty C,, =0,3. Model v tomto tvaru byl autorem

pouzit v pracich [17], [18], [19], [20] a [21].

3.7.2 Zakladni k-® model

Jedné se o dvourovnicovy model k — @ s transportnimi rovnicemi, kde prvni rovnice
je transportni rovnice pro turbulentni energii & a druhd rovnice je transportni rovnice pro
specifickou rychlost disipace w. Ta je pouzita namisto rychlosti disipace &, jejiz vypocet

v blizkosti stény pfinasi obecné v modelu k£ — & komplikace.
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Transformace mezi obéma je vyjadiena nasledovné

(3.36)

) =

€
.
Zakladni model £ — @ tak, jak jej popsal Wilcox [35], je ur¢en pro vysoka turbulentni

Reynoldsova ¢isla. Turbulentni vazkost je v ném definovana podle vztahu

.k
u =955, (3.37)
(6]

kde transportni rovnice pro k£ a @ jsou ve tvaru

5(/7k)+ a(prk) = P, +ai{(u+a*utj§—k}—ﬁ*ﬁkwa
X . X

ot ox; j j
(3.38)
0.4 20 2l o
kde
. ZTL? . (3.39)

Clen v predchozi rovnici (3.39) reprezentuje produkci turbulentni energie a je oznaden

P, kde index & je oznaCeni. Turbulentni napéti je dano rovnici

1.00,) 2. _
T; = 2#{‘9;, —gé‘ij ankJ_gé‘ijpk ) (3.40)
Pro tenzor rychlosti deformace Sj; plati vztah
70U,
s =1 9Y | (3.41)
T2 ox; o
Modelové konstanty jsou:
y'=1,y=5/9, p°=9/100, f=3/40, 0" =1/2ac=1/2. (3.42)

Tento model autor pouzil v praci [19].
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3.7.3 Rozsiteny k- model

Model navrhnul Wilcox [36], [37] jako modifikaci zdkladniho modelu % — w
ze vztahu (3.38), do jehoz druhé transportni rovnice pro specifickou rychlost disipace je

ptidan ¢len Cp vyjadiujici pfi¢nou difuzi. Ta ma potom tvar

p0) olpU,
8(Pw)+ (/’ ,w) :ngk+i (,u+au,)a—a) e’ +C,, (3.43)
Ot ox, k ox, ox;
kde Cp je dano rovnici
CD = O-dﬁ %a_a) (3.44)
@ Ox; Ox
Modelové konstanty jsou
y=13/25, p'=9/100, ¢" =3/5, c=1/2 a Pr,=8/9. (3.45)
Pro koeficient o4 z rovnice (3.44) pak plati
o koo
Ox; Ox;
o, = (3.46)
ok Ow
04— >0,
Ox; Ox;
1
kde Cuy =§. (3.47)
Pro turbulentni vazkost pak plati modifikovany vztah
_k
w=p-, (3.48)
@
kde specificka rychlost disipace @ se spocitd pomoci
A 28,8,
@ =max| w; C,, — |, (3.49)
p
kde konstanta Cji, nabyva hodnoty
Clim = % . (350)
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Clen S',-j je modifikovany tenzor rychlosti deformace, pro ktery plati s pomoci vztaht

(3.40) a (3.41) nésledujici rovnice

Ls U,
3 7 ox,

S,=8,- (3.51)

Parametr S upravujici rychlost rozsifovani paprsku pro rovinny i kruhovy volny proud je

dan rovnici

B=PBfs (3.52)
kde
B, =0,0708 (3.53)
a kde
1+85y
=——20 3.54
7 =1 100 7. (3-59)
Clen y. v pfedchozim vztahu se vyjadii pomoci rovnice
02.2.8,
Yo =75 (3.55)
(570)
kde
. 1. 00,
Sy =Sk _Eé‘ki ox, (3.56)
a
7 oU,
_Qij:l v, _9Y; _ (3.57)
2{ ox; Ox

Pro velké hodnoty x. plati, ze f, — 0,85 pro B =0,85. Pro mal¢ hodnoty y. plati, Ze

J5 = 1,0 pro £=0,0708. Model v tomto tvaru byl autorem pouzit v pracich [20] a [21].

3.7.4 SST model

SST model je modifikaci tzv. BSL (baseline) modelu, oba podle Mentera [38]. Jedna
se o dvouvrstvé modely, coz znamenda, Ze ve vnitini ¢asti smykové oblasti a
v logaritmické oblasti se uplatni model k& — @, naproti tomu ve vné&jsi ¢asti smykové
vrstvy se uplatni standardni model & — ¢, viz napt. Pfihoda a Louda [39]. Standardni

k — & model je kviili ptehlednosti pfeveden do formy k& — @ ve tvaru
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~

a(pk) G(EU,-k) d ( jak
=P +— ki
o o, o ”””faxj ~# pho,

J

0 ow
=y 2P+ (u+ o) o } ppe’ +
ot ox, k ax[ ox; (3.58)

18k 860

+2p(l F) a)fix ax

Formalné se zapis lisi od rovnic (3.38), stejné jako v ptipadé¢ Wilcoxova rozsifeného
modelu k£ — w, poslednim ¢lenem ve druhé transportni rovnici, vyjadienim pro pfi€nou

difuzi. Pro turbulentni vazkost pak plati modifikovany vztah

k a,k
= mi 7 3.59
M, =min {p P ) j (3.59)

kde pro tenzor rychlosti rotace ©;; plati vztah (3.57).
Funkce F; a F> z predeslych vztahil jsou spojovaci funkce, které jsou konstruovany
tak, aby splnovaly podminku hladkého pfechodu od modelu k£ — @ k modelu k£ —¢. Jsou

dany nasledujicimi vztahy pro funkei F/

F, =tanh (I}*), (3.60)

kde pro I'; plati rovnice
I = min| max :/; ;500‘2/ ; 4p0'22k (3.61)

Boy oy ) D,y
a pro D,, plati
D, =max| 2p0, L K 90 g | (3.62)
w Ox; Ox,

pro funkci F> plati vztah

F, =tanh (I7}), (3.63)
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kde argument /7 je dan jako

I, = max (2 (3.64)

N 5001/]

0,090y wy’

kde y ve vztazich (3.61) a (3.64) znaci vzdalenost od stény. Pro vazbu mezi modelovymi

konstantami je pak pouzit vztah
IT=FIT,+(1-F)II,, (3.65)

kde I1 ptedstavuje libovolnou konstantu v SST modelu jako linedrni kombinaci ptislusné
konstanty 77; ptivodniho k—@ modelu a piislusné konstanty /7> transformovaného

modelu & — ¢ . Spole¢né konstanty v modelu jsou
£°=0,09,0 =085, k=041 a aq, =0,31, (3.66)
pfi¢emz konstanta x je Karmanova konstanta.

Modelové konstanty pouzité ze zakladniho & — @ modelu jsou

B, =0075,0,=05ay, =4/B -ox’ /B . (3.67)

Modelové konstanty pouzité z transformovaného k& — & modelu jsou

B, =0,0828, 0, =085 ay, =8,/ —o,x> /B . (3.68)

Tento turbulentni model byl autorem pouzit v praci [21].

3.8 Okrajové podminky pro model k-m

Z asymptotického chovani specifické rychlosti disipace w u stény vyplyva nésledujici
volen4 podminka

k =0, (3.69)

w

o, =10 64

=K (3.70)
Re pf y’

kde y je vzdalenost pevné stény od mista vypoctu.
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Vstupni hodnoty byly pfedepsany nasledovné

k, = %(IntTUw ¥, (3.71)
o, =C " % (3.72)

pfiCemz Intr je intenzita turbulence v misté proudového pole dostatecné vzdaleného od

stén, v ptipad¢ vypocti byla zvolena hodnota /nt, = 0,05, konstanta C,, nabyva hodnoty

C, =0,09 a charakteristickym rozmérem L byla zvolena Sitka vstupu L =1 v pfipadé

GAMM kanalu i DCA mitize. Hodnoty na vystupu byly extrapolovany z proudového pole.
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4  Numerické reSeni

V této kapitole je uveden zplisob numerického feSeni matematickych modeld proudéni
popsanych v kap. 2 metodou kone¢nych objemt a popsano uzité numerické schéma spolu
s ptidavnou vazkosti. Déle je zminéna podminka stability volbou vhodného ¢asového
kroku, konvergence a podminka pro volbu sité. V poslednim odstavci je popsana
realizace okrajovych podminek. VSechny niZe uvedené poznatky byly autorem uzity

v jeho pracich [15], [16], [17], [18], [19], [20] a [21].

4.1 Metoda kone¢nych objemi

Pro numerické feseni byla zvolena metoda konecnych objemt (FVM - Finite Volume
Method), ktera se ¢asto pouziva pro vypocty proudéni tekutin. Princip spoc¢iva v rozdéleni
vypocetni oblasti na kone¢ny pocet navzajem disjunktnich objemt, v pfipadé 2D ploch
trojuhelnikti, Ctyithelniki a Sestithelnikii, z nichz kazdy z nich reprezentuje jednu
vypocetni bunku, ¢i kontrolni objem, na kterém se numericky integruje. V ptipad¢ této
prace je pouzito tzv. cell-centered uspotddani, kde vSechny hodnoty jsou umistény do
FVM je tedy pomérné jednoduchd a je pouzitelnd pro Siroké spektrum uloh, zejména
pokud se jedna o nestrukturované neortogonalni sit€¢ uzivané pro slozité geometrie
vypoctové oblasti nebo nespojitosti pii feSeni tloh transsonického proudéni, jako jsou
razové viny. Na zéklad¢ této metody je odvozeno numerické schéma a popsana realizace
okrajovych podminek. Popis metody konecnych objemul lze nalézt napti. v publikaci

Kozla a Dvoraka [23].

4.1.1 Systém Eulerovych rovnic

Metoda kone¢nych objemu je nejdiive odvozena pro jednodussi systém Eulerovych

rovnic ze vztahu (2.1), ktery lze psat v nédsledujicim integralnim tvaru

[[ W, dxdy+ [ (F, +G,)avay =0, 4.1)

D,

kde oznaceni D;; ptedstavuje vypocetni builky, jejichZ siti je pokryta celd vypoctova

oblast.
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Aplikaci Greenovy véty upravime druhy integral ve vztahu (4.1) do tvaru

”(F)r +Gy)dxdy: ﬁde—de (4.2)
Dy, oD; ;

a pomoci véty o stfedni hodnoté aproximujeme jednotlivé ¢leny druhého integralu ze

vztahu (4.2). Vzniknou nasledujici vyjadieni

§de : (4.3)

X

(D bF:

| Gdx . (4.4)
)‘z,] /J(Dzj) ob,,

S pomoci vztahu pro kontrolni objem
u(D, )= [[dvdy (4.5)
Di.j

dale upravime

d dW
b”/ W, dxdy = Eb”:w dxdy = dr |, u(D, ;). (4.6)

Dosazenim ptedchozich vztahii (4.3), (4.4), (4.5) a (4.6) do rovnice (4.1) vznikne

awl __ 1 -
)" ﬂ(Dy')Li(de de)}, (4.7)

kde se aproximace fyzikalnich toklli v integralu na pravé strané¢ vyjadii pomoci

numerickych toku (dale v textu oznaceny vinkou) nasledovné jako

§de Gav)= (Fr 4y, ~G1x, ). 4.8)
(3D

k=1

Dosazenim vztahu (4.8) do rovnice (4.7) ziskdme semidisktrétni tvar

dW

it i(F”Ayk Ax,) . (4.9)

/Ll(Dtj k=1
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4.1.2 Systém Navier-Stokesovych rovnic

Pti odvozovani schématu pro metodu kone¢nych objemti u Navier-Stokesovych rovnic

vyjdeme ze vztahu (2.13), ktery pfepiSeme do integralniho tvaru

” W, dxdy + Iﬂ KF —éij +(Gy —ésyﬂ dxdy =0. (4.10)

D;

N

Pomoci stejnych uprav jako v predchozim ptipad€ Eulerovych rovnic ziskdme nasledujici

semidiskrétni tvar

dW| 1 (= 1 ~ 1~
=— F'——R" |4y, —| G" ——87" |Ax, |. 411
dr | u(Dl-,mzK" Re j & ( " Re j } 1D

i,j =1

4.2 MacCormackovo numerické schéma

MacCormackovo schéma, uzité k vypoctiim v této praci, vychadzi z Lax-Wendrofova
schématu. Jedna se o explicitni numerické schéma ve tvaru prediktor-korektor s fadem
aproximace O(4x?, Af).

4.2.1 Systém Eulerovych rovnic

MacCormackovo numerické schéma ve formé prediktor-korektor aproximuje rovnici

(4.9) nésledujicim zptisobem:

a. prediktor

W2 =W, — ARez] ;, (4.12)
kde
LS (Fray, - Gray)
Rez! = F'Ay, -Gl Ax, ), (4.13)
JJ ,U(D,-,_,-); k“Vk Rt
b. korektor
Wn+1 _ 1 (Wn+l/2 Wn AtR n+1/2) 4 14
i,j _5 i,j + ij eZi,j > ( )
kde
Rez""V? = 1 i(ﬁml/sz —(N}"H/ZAX ) (4.15)
i,j ,U(Di,j) — k k k k) .
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Nevazké toky v prediktorovém kroku se vypocitaji jako

n n _ xn n n n _ xn
F=F  F=F, F=F,6F=F, (4.16)
a v korektorovém kroku jako
Tn+l/2 _ pn+l/2  Tn+l/2 n+l/2  Tn+l/2 n+l/2  Ton+l/2 n+1/2
F, =K, K =F K=K FT=F (4.17)

Analogicky lze odvodit vztahy i pro nevazké toky GZ a (N}Z“/ * ve stiedech hran

k=1,2,3,4 kontrolniho objemu D;; podle obr. 4.1.

4.2.2 Systém Navier-Stokesovych rovnic

MacCormackovo schéma pro systém Navier-Stokesovych rovnic ze vztahu (4.11) ma
formalné stejny tvar odpovidajici rovnicim prediktorového a korektorového kroku (4.12)

a (4.14). Pro vypocet rezidua v jednotlivych krocich plati nasledujici rovnice:

1 (=, 1| = ~, 1=
Rez! . = F'——R} |4y, —| G}, ——S] |4x, |, 4.18
ij Iu(Di,j)kZ_:‘|:( F T Re kj Vi ( T Re kj k:| ( )

1 4~ 1 ~ ~ 1 ~
n+l/2 _ n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
Rezi’j —Iu(Til) E |:[Fk _ERIC ]Ayk _(Gk —ES,{ )A)Ck:| (419)

7 k=1

Nevazké toky se vypocitaji pomoci vztahii (4.16) a (4.17), vazké toky se aproximuji

v obou krocich centralné

R = ;(R +R; ;. 1) R, :%(R[’j +Ri+1’j)’

R, = ;(R +R,,.), R, = ;(R ‘R, ) (4.20)

§ ;(S +Sljl) S %(S,‘,j-i-si“’f)’
§ 2(S +Slj+|) S 2(S +Slll) (421)

Vypocet gradientli rychlosti ve vektorech vazkych tokii se realizuje za pomoci
konstrukce dualni sité podle obr. 4.1, piicemz stfed ptislusné dudlni bunky je totozny se

sttedem A-té strany buiiky D;;.
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Obr. 4.1: Konstrukce dudalni sité pro buriku D;;

Pro hodnoty smérovych derivaci libovolné proménné P ve stiedu k-té dudlni bunky lze

odvodit vztahy
(P):-—L >
P) s B, (422)
! ’U(Dzual ij ) ;
(p) =t >p
P)f =y PiAx . (4.23)
o 'u(D];ual ij ) ;

Pro vypocet hodnot Ian ve stfedech stran k-t¢ dudlni buniky pouzijeme priimérované
hodnoty z vrcholtl B piislusné m-té strany dualni buiiky. Napf. pro duélni buiiku k = 2

na obr. 4.1 jsou hodnoty ve vrcholech Py a Py4 ziskany ptimo z hodnot uzli sit¢ metody

kone¢nych objemii

E,= E+l,] 5 (4.24)
B,=K,, (4.25)
hodnoty Py; a Pys jsou vypocitany z hodnot uzli sit¢ primérovanim
By = l (B,j—l + Pi+1,j4 + 1)i+l,_j + Pz;) ) (4.26)
4
PV3 =l(})i+l,j +E‘+1,j+1 +Pi,j+1 +E,j) : (427)
4
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4.3 Uméla vazkost

Uméla vazkost je v piipadé MacCormackova schématu nutnou podminkou k zajisténi
hladkosti feSeni. Oscilace feSeni je nutné utlumit pfidanim numerické vazkosti. Byla
zvolena numerickd vazkost AD(W) Jamesonova typu vyuzivana zejména pro stabilizace
feSeni v blizkosti stacionarniho stavu, ktera spociva v pfidani druhych diferenci vektoru

W k feSeni v n+1 Casové vrstvé. MacCormackovo schéma se upravi do tvaru

n+l/2 n n
W, =W, —4Rez;; (4.28)
W —l(W /2 —AtRez”””)
g Ty \ i ivj i ), (4.29)
n+l o7+ n
Wit =W+ AD(W]), (4.30)

kde

AD (er]z ): Cy, (W'n 2Wi+ W, )+ Cy, (W'n -2Wi + Wi, ) (4.31)

i+1,j ij+1

a pro funkce y; a y» plati

n n n
B ‘pi+l,j _zpi,j + pi—l,j‘

Yi=1. n n | 4.32

‘pm,j +2pi,j +1Pio ( )

v, = ‘pil,lj+l _2pil,1j +pir,lj—l‘ 433
2 - n n n . .

‘pi,m +2pi,j +1Pija ( )

Ze vztaht (4.32) a (4.33) vyplyva charakter pouzité numerické vazkosti zalozené na
korekci tlaku. Volba koeficientii C; a C> musi byt peclivé provedena s ohledem na
vysledné feseni, pridavna uméla vazkost nesmi naruSovat nebo meénit fyzikalni charakter
feSeni. Rozbor implementace numerické vazkosti pro feSeni Eulerovych a Navier-

Stokesovych rovnic 1ze nalézt v literatute [40], [41] a [42].
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4.4  Volba ¢asového kroku a stabilita

Vhodna volba ¢asového kroku je pfedpokladem stability. Pro vypocet Casového kroku

v piipad¢ feSeni Eulerovych rovnic byla pouZita nasledujici podminka ¢asového kroku

CFL
ol € [Vl + € (4.34)
AX' i Aymin

min

At <

a v ptipad¢ feSeni Navier-Stokesovych rovnic ve tvaru

A < CFL
e Pl e 2 11, (4.35)
Axmin Aymin Re Ax,znm Ay fnin

kde ¢ je lokalni rychlost zvuku, tmaex @ Vimar jsou maximalni hodnoty slozek rychlosti u a v
proudového pole ve vypoctové oblasti, Axmin, Aymin jsou minimalni velikosti oka sité
ve vypoctové oblasti a Re je Reynoldsovo Cislo ze vztahu (2.14). Courant-Friedrichs-
Lewyho ¢islo, neboli CFL podminka, je volena v obou ptipadech CFL =0,7. Odvozeni

1ze nalézt v publikaci Kozla a Dvotéaka [23].

4.5 Konvergence vypoctu

Konvergence vypoctu je sledovana pomoci L> normy stacionarnich rezidui, jenz je

uréena vztahem

1 W.n-f—l _ W-n- jz
Rezidum W) = —| =2 (4.36)
e, -3 [
kde N=>1. (4.37)
i,

Vypocet musi s kazdou dalsi iteraci konvergovat k ustdlenému feSeni. V idealnim
ptipadé, pokud ma uloha stacionarni feSeni, hodnota rezidua dosdhne hodnoty strojové
nuly. V praxi vSak povazujeme za ustalené fesSeni i takové feSeni, které se s dalSimi

iteracemi uz dale neméni.
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4.6 Volba sité

Pro fteSeni nevazkého proudéni byla zvolena strukturovana Cctyiuhelnikova
rovnomeérnd sit’. Pro ptipad vazkého proudeni byla zvolena nerovnomérna strukturovana
ctyttihelnikova sit’, dostatecné hustd pro zachyceni velkého gradientu w ve vazké
podvrstvé u k£ — @ modelu. Minimalni krok sité¢ napfi¢ mezni vrstvou je pfiblizn€ volen

podle

min & (4.38)

4.7 Realizace okrajovych podminek

Pro zaruceni spravné implementace okrajovych podminek popsanych v odstavci 2.5
jsou k diskreditované vypoctové oblasti pfiddny myslené buiky (na nasledujicich
obr. zndzornény carkované), které ptiléhaji k vnéjsi strané hranice oblasti. Realizace
okrajovych podminek je az na pevnou sténu u obou piipadi nevazkého a vazkého
proudéni shodnd. Ptipad pevné stény tak vyzaduje spravnou implementaci okrajové
podminky.

V ptipadé nevazkého proudéni je sténa dokonale hladkd a podminku piedepiSeme

podle obr. 4.2 jako zrcadleni vektoru rychlosti.

Obr. 4.2: Okrajova podminka pro rychlost na pevné sténé - nevazké proudeni
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Okrajovou podminku pro rychlost na pevné stén¢ u vazkého proudéni piedepiSeme
podle obr. 4.3, protoze vazka tekutina ulpivd na pevné stén¢ a rychlost proudéni se

s klesajici vzdalenosti od stény snizuje, az je na stén¢ nulova.

Obr. 4.3: Okrajova podminka pro rychlost na pevné sténé - vazké proudéni

Okrajovou podminku na vstupu predepiSeme s ohledem na rychlost nabihajiciho
proudu. Pokud je rychlost nabihajiciho proudu niz§i nez lokalni rychlost zvuku,
predepisujeme hustotu, vektor rychlosti a tlak extrapolujeme z proudového pole.
V piipadé, ze rychlost nabihajiciho proudu je vyssi nebo rovna lokalni rychlosti zvuku,
predepisujeme hustotu, vektor rychlosti a tlak. Energie se dopocitava ze stavové rovnice.

Okrajovou podminku na vystupu realizujeme v ptipad¢ subsonického vystupu tak, ze
volime tlak a ostatni hodnoty extrapolujeme z vnittku vypoctové oblasti, v piipadé
supersonického vystupu vSechny hodnoty na vystupu extrapolujeme. Energie se opét
dopocitava ze stavové rovnice.

Periodicka podminka se pfedepisuje tak, Zze se do myslenych bun¢k vné vypoctové

oblasti vkladaji hodnoty z hrani¢nich bunék pfislusné periodické hranice.
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5 Vypocet proudéni

V této kapitole jsou uvedeny vysledky numerickych feSeni proudéni tekutiny, které
byly spocitany vlastnim feSicem naprogramovanym v jazyku C v prubéhu doktorského
studia. Pomoci vlastniho generatoru sit¢ je nejdiive vytvofena vhodna vypoctova sit’
strukturovanych ¢tyfuhelnikli s rovnomérnym délenim pro vypocty systému Eulerovych
rovnic a s nerovhomérnym délenim splitujicim podminku (4.38) pro ptipad feSeni Navier-
Stokesovych rovnic. Pied vypoctem samotnym se do programu nacte piisluSny soubor
sité spolu s typem okrajové podminky na hranicich sité. Ze souboru definujiciho proudéni
se nactou parametry proudéni na vstupni a vystupni hranici a urci se typ proudéni, ktery
je pozadovan, v ptipadé Eulerovych rovnic nevazky typ, v pfipadé Navier-Stokesovych
rovnic vazké proudéni a spolu s tim i typ modelu turbulence. Nacitané¢ parametry jsou
Machovo ¢islo a tthel nabéhu, hustota, teplota a tlak nabihajiciho nerozruSené¢ho proudu,
v ptipad¢ vazkého proudéni Reynoldsovo ¢islo. Hodnoty veli¢in nerozruseného proudu
v bezrozmérném tvaru byly zvoleny jako: p» =1, T = 1 a p» = 1/k.Vypocet je fizen
kontrolou konvergence feSeni podle vztahu (4.36). Kontrolované veli¢iny jsou hustota a

velikosti slozek rychlosti. Vysledky jsou zobrazeny v programu Tecplot 360.

5.1 Proudéni v GAMM kanalu

Proudéni v GAMM kanalu slouZzi jako testovaci ptipad k validaci numerickych metod
a ke kalibraci konstant. Geometrie vypoctové oblasti GAMM kanalu je zobrazena na
obr. 5.1. Vstup do oblasti je dan tseCkou AE, vystup z oblasti useCkou DF, ob¢ zobrazeny
modie. Cervenymi Gse¢kami AB, CD, EF a profilem BC je dana pevn hranice oblasti.

Profil BC je kruhovy s polomérem R =1,3 zasahujici do 10% priafezu GAMM kanalu.

Soutradnice bodii dle obr. 5.1 jsou:

A4=[0:0], B=[1,0], C=[2;0], D=[3:0], E=[0:1], F =[3;1].
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Obr. 5.1: Geometrie vypoctoveé oblasti GAMM kandalu

V piipadé GAMM kanélu byla feSena testovaci uloha pro nabihajici rychlost vstupniho
proudu Ma. = 0,675 s nulovym thlem nab&hu. Uloha byla postupné fesena pro &tyfi
ptfipady, nevazké proudéni a vazké proudeéni s algebraickym Baldwin-Lomaxovym
modelem turbulence, modelem k-omega podle Wilcoxe s pfi¢nou difuzi a STT k-omega
modelem turbulence. U nevazkého proudéni byla pouzita strukturovand rovnomeérna
Ctyfuhelnikova sit’ s délenim 300x120 buné¢k, v ptipadé¢ vazkého proudéni potom
strukturovana Ctyfuhelnikova sit’ s nerovnomérnym délenim 160x120 bunék, pficemz
byla dodrzena podminka déleni dand vztahem (4.38).

Na vstupu oblasti bylo piedepsano Machovo ¢islo a thel ndb&hu, na vystupu z oblasti
byl piedepsan tlak pous = pw. U vazkého proudéni bylo navic pfedem urceno Reynoldsovo
¢islo. Okrajové podminky byly pfedepsany zplisobem uvedenym v odstavci 4.7.

Reseni nevazkého proudéni pro model systému Eulerovych rovnic pomoci zékladniho
MacCormackova schématu je zobrazeno na obr. 5.2. Pro srovnani je na obr. 5.3 uvedeno
feSeni uplné potencialni rovnice na siti 150x50 publikované autorem v diplomové praci
[2]. Na obr. 5.4 a obr. 5.5 je uvedeno feseni systému Eulerovych rovnic pomoci TVD
MacCormackova schématu a modifikovaného TVD MacCormacova schématu podle
Causona na siti 90x30 buné&k publikované Fiirstem [11]. Z vysledki je patrné, Ze zakladni
MacCormackovo schéma mén¢ vyhlazuje feSeni v oblasti nespojitosti. Ke srovnatelné
dobrym vysledkiim jako v ptipadé vysledkii Fiirsta na obr. 5.4 a obr. 5.5 je zapotiebi
jemngjsi sit. Vysledky nevazkého proudéni byly autorem publikovany v pracich [15],

[16], [17], [19] a [21].
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Ma: 0.342 0.542 0.742 0.942 1.142 1.326

Obr. 5.2: Nevazkeé proudeni v GAMM kanalu, izoc¢ary Machova cisla, Ma., = 0,675, sit’ 300x120

Ma: 0411 0.611 0.811 1.011 1.211 1.245

Obr. 5.3: Nevazke proudéni v GAMM kanalu, izocary Machova cisla, Ma.. = 0,675,
sit’' 150x50, uplna potencialni rovnice, Slouka [2]
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Obr. 5.4: Nevazké proudeni v GAMM kandalu, izocary Machova cisla, Ma. = 0,675, sit’ 90x30,
TVD MacCormackovo schéma Fiirst [11]

2

Obr. 5.5: Nevazkeé proudeni v GAMM kandalu, izocary Machova cisla, Ma. = 0,675, sit’ 90x30,

TVD MacCormackovo schéma v Causonové upravé Fiirst [11]

Pribéh Machova ¢isla na st¢tndch GAMM kanalu je znazornén na obr. 5.6 a srovnani
s vysledkem Fiirsta na obr. 5.8. Zde je vidét pomérné dobra shoda. Prubéh Machova ¢isla
feSenim Uplné potencidlni rovnice je uveden na obr. 5.7, vysledek je uz méné kvalitni,
coz vyplyvéa z charakteru zvoleného matematického modelu a z pomérn¢ hrubé sité.
Hodnota maximalniho Machova ¢isla je srovnatelnd ve vSech ptipadech feSeni systému
Eulerovych rovnic. Jeho hodnota je Mam.. = 1,326 pro vysledek feSeni z obr. 5.6. Poloha
razové vilny a charakteristicka nespojitost v té€sné oblasti za rdzovou vlnou je rovnéz
srovnatelnd. V piipad¢ uplné potencidlni rovnice je hodnota maximalniho Machova ¢isla
niz$i, Mama = 1,240, charakteristickd nespojitost v oblasti tésné€ za rdzovou vinou neni

dobie zachycena. Na obr. 5.9 je pro doplnéni zndzornén pritbéh konvergence.
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Obr. 5.6: Nevazke proudeni v GAMM kandlu, Ma., = 0,675,
pribéh Machova cisla podél stén k vypoctu z obr. 5.2
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Obr. 5.7: Nevazké proudeni v GAMM kandlu, Ma.. = 0,675,

pribeh Machova cisla podél stén, uplna potencialni rovnice, Slouka [2]
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Obr. 5.8: Nevazké proudeni v GAMM kandlu, Ma.. = 0,675,
pribéh Machova cisla podél profilu, Fiirst [12]
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Obr. 5.9: Nevazké proudeni v GAMM kandlu, Ma.. = 0,675,
pribeh rezidua odpovidajici vypoctu z obr. 5.2
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Vysledek teseni vazkého proudéni s algebraickym modelem turbulence Baldwina a
Lomaxe je zachycen na obr. 5.10, v pfipadé Wilcoxova k-omega modelu na obr. 5.11 a
pro STT k-omega model turbulence na obr. 5.12. U vSech tii vysledki je patrna pomérné
dobré vzajemna shoda, za profilem je ptfitomen Uplav, maximalni hodnota Machova ¢isla
je nizsi nez v ptipad¢ vysledku nevazkého proudéni, tvar a poloha zvukové cary je
srovnatelnd. Pro doplnéni je na obr. 5.13 znazornén pribéh konvergence. Vysledky

vazkého turbulentniho proudéni byly autorem publikovany v pracich [17], [19] a [21].

Ma: 0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000 1.143

Obr. 5.10: Vazké proudéni v GAMM kandlu, izoc¢dry Machova ¢isla, Ma. = 0,675, Re = 10°,

Baldwin-Lomaxutv model turbulence

Ma: 0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000 1.165

Obr. 5.11: Vazkeé proudéni v GAMM kandlu, izocary Machova cisla, Ma. = 0,675, Re = 10°,

Wilcoxutv k-w model turbulence
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Ma: 0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000 1.166

Obr. 5.12: Vazkeé proudeéni v GAMM kandlu, izocary Machova cisla, Ma. = 0,675, Re = 10°,
SST k-w model turbulence
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Obr. 5.13: Vazké proudéni v GAMM kandlu, Ma.. = 0,675,
pribeh rezidua odpovidajici vypoctu z obr. 5.12

57



NUMERICKE RESENI DVOUROZMERNEHO TRANSSONICKEHO TURBULENTNIHO PROUDENI

5.2 Proudéni v DCA mftizi

Proudéni v DCA (Double Circular Arc) miizi simuluje proudéni mezi dvéma
lopatkami turbinové miize. Geometrie vypoctové oblasti DCA mfiZe je zobrazena na
obrazku 5.14. Vstup do oblasti je dan useckou AE, vystup z oblasti useckou DH, obé
zobrazeny modie. Cervené je ddna pevna hranice oblasti profily BC a FG. Ty jsou

kruhové, s polomérem R = 3,125, zasahujici celkem do 8% priifezu DCA mfize z obou

stran s pomérnou roztec¢i 1 a thlem nastaveni 45°. Zelenymi tiseckami AB, CD, EF a GH
jsou dany periodické hranice oblasti. Body 4 a E resp. D a H byly zvoleny jako navzajem

posunuty stejné jako profily z divodu snadné realizace periodické okrajové podminky.

Soutadnice bodii dle obr. 5.14 jsou: 4=[0;0], B =[1,5:0], C =[2,5;0], D = [4:0],

E:{Q;Q}, F:{1,5+£;£}, G:{2,5+£;£}, H:{4+£;£}.
2 22 22 2 2
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Obr. 5.14: Geometrie vypoctové oblasti DCA mrize

Numerickymi vypocty proudéni v DCA miizi bylo feSeno proudéni vzduchu mezi
dvéma profily simulujicimi lopatky turbinové mtize. Byly zvoleny celkem Ctyfi rizné
konfigurace, které vychazi z vysledkid experimentti provedenych Dvorakem [1]
zobrazujich izocary Machova cisla. Pro kazdou konfiguraci byly feSeny Ctyii ulohy
zalozené na nevazkém a vazkém modelu. Vazky model byl pak postupné feSeny
s doplnénym algebraickym modelem turbulence Baldwina a Lomaxe a obéma
modifikacemi k-omega modeld podle Wilcoxe s pficnou difuzi a SST modelem.
U nevazkého proudéni byla pouzita strukturovand rovnomeérna cCtyithelnikova sit

s délenim 160x80 bunék, pro vazké proudéni potom strukturovanad ctyfuhelnikova sit

58



NUMERICKE RESENI DVOUROZMERNEHO TRANSSONICKEHO TURBULENTNIHO PROUDEN]

s nerovnomérnym délenim 200x 160 bunék, pti¢emz byla dodrZzena podminka déleni dana
vztahem (4.38).

Na vstupu oblasti byla pfedepisovana hodnota Machova ¢isla a thel ndbéhu proudu a
v ptipad€ vazkého proudéni hodnota Reynoldsova ¢isla. Pro pfipad subsonického vstupu
byl tlak extrapolovan z proudového pole, u supersonického vstupu byl tlak zadan pin = pe.
Na vystupu byl pfedepsan tlak pro subsonicky rezim pouw: = pe, pro ptipad supersonického
vystupu byl tlak extrapolovan z proudového pole, jak je popsdno v odstavci 4.7. Rovnéz
okrajové podminky byly pfedepsany zptisobem uvedenym v tomtéz odstavci.

Z experimentalnich dat dle obr. 5.19, 5.24, 5.29 a 5.34, které¢ odpovidaji testovacim
ptipadim A-D, je patrné, ze prvni tfi maji podzvukovy vstup a posledni ma vstup
nadzvukovy. Pro vSechny fesené piipady bylo nutné zvolit hodnotu vstupniho Machova
Cisla vyssi, nez je uvadéna v experimentu. Ve vypoctech byl proto podzvukovy vstup
zvolen jen pro pripad A a B, nadzvukovy vstup pak pro ptipad C a D. Byl rovnéz
aplikovan poznatek publikovany Kozlem, Polaskem a Vavfincovou [8], ze zménou thlu
nab¢hu vstupniho proudu v rozmezi intervalu (-3°; 3°) 1ze docilit zménu tvaru zvukové
cary na profilu. VSechny nasledujici obrazky zobrazuji izoc¢ary Machova ¢isla, zvukova
¢ara v experimentu je zobrazena ¢ervené, bile potom pro piipady numerickych simulaci.
Proudéni je ve sméru zleva doprava. Vysledky nevazkého proudéni byly autorem
publikovany v pracich [16], [17], [18], [19] a [21]. Vysledky vazkého turbulentniho
proudéni byly autorem publikovany v pracich [17], [18], [19] a [21], pfi¢emZ ve vSech

pracich byly feseny i dalsi navrhové rezimy.

5.2.1 Testovaci ptipad A

Testovaci ptipad A je uveden pro interferometrické méteni na obr. 5.19 se vstupni
hodnotou Machova ¢isla Ma., = 0,813. Nevazky model na obr. 5.15 zobrazuje zvukovou
¢aru na hornim profilu, na spodnim profilu je rovnéz zachycena zvukova Céra, ktera ale
v experimentu patrna neni. Pro pfipady simulaci vazkého proudéni na obr. 5.16, 5.17 a
5.18, které odpovidaji ptislusnym modeliim turbulence, je zvukova ¢ara zachycena pouze
na horni lopatce, pfiCemz poloha a tvar jsou u vSech tii vysledki navzijem si

odpovidajici, blizici se experimentu.
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Ma: 0.662 0.767 0.872 0.978 1.083

Obr. 5.15: Nevazké proudeni v DCA mrizi, Ma., = 0,850, a = 0,5°

Ma: 0.000 0.283 0.565 0.848 1.131

Obr. 5.16: Vazkeé proudéni v DCA mrizi, Ma» = 0,860, a = -0,5° Re = 10°,

Baldwin-Lomaxitv model turbulence

Ma: 0.000 0.278 0.556 0.834 1.112

Obr. 5.17: Vazké proudéni v DCA m#izi, Ma. = 0,860, o = -0,5°, Re = 10°,

Wilcoxitv k-w model turbulence
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Ma: 0.000 0.279 0.558 0.837 1.116

Obr. 5.18: Vazke proudeni v DCA mrizi, Ma. = 0,860, a = -0,5°, Re = 10°,
SST k- model turbulence

I 3 =

i

NS PN B

Obr. 5.19: Proudeéni v DCA mrizi, Ma. = 0,813, oo = 0°,

experimentalni data

5.2.2 Testovaci ptipad B

Testovaci pfipad B je uveden pro interferometrické méteni z obr. 5.24 se vstupni
hodnotou Machova ¢isla Ma.. = 0,849. Nevazky model na obr. 5.20 pomérné dobie
zachycuje polohu a tvar zvukové ¢ary, jenz je propojena na nabézné hrané s obéma
profily. Pfipady simulaci vazkého proudéni na obr. 5.21,5.22 a 5.23 jsou v pomérné dobré
vzajemné shod¢, pficemz lepSich vysledkli je dosazeno modely k-omega. Poloha
zvukové cary na nabézné hrané je lehce posunuta smérem doprava vzhledem

k experimentu. Tvar a poloha zvukové ¢ary na odtokové hran€ jsou také v dobré shodé.
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Ma: 0.712 0.829 0.947 1.064 1.181

Obr. 5.20: Nevazké proudeni v DCA mrizi, Ma. = 0,920, a = -2,0°

Ma: 0.000 0.305 0.609 0.914 1.219

Obr. 5.21: Vazkeé proudéni v DCA mrizi, Ma» = 0,930, a = -2,0°, Re = 10°,

Baldwin-Lomaxitv model turbulence

Ma: 0.000 0.297 0.594 0.891 1.188

Obr. 5.22: Vazké proudéni v DCA m#izi, Ma. = 0,930, o = -2,0°, Re = 10°,

Wilcoxitv k-w model turbulence
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Ma: 0.000 0.297 0.594 0.891 1.189

Obr. 5.23: Vazké proudeni v DCA mrizi, Mas = 0,930, a. = -2,0°, Re = 1 0°,
SST k- model turbulence

TONRN

Obr. 5.24: Proudeni v DCA mrizi, Ma. = 0,849, . = 0°,

experimentalni data

5.2.3 Testovaci ptipad C

Vysledky numerickych simulaci pro testovaci ptipad C jsou uvedeny pro konfiguraci
interferometrického méteni na obr. 5.29, jenz odpovida vstupni hodnoté Machova ¢isla
Ma = 0,946. Jak jiz bylo zminéno, prestoze se v piipadé experimentalnich dat jedna
o podzvukovy vstup, pro uvedené vysledky simulaci byl zvolen vstup mirn¢ nadzvukovy
bez modifikace thlu nabéhu. Nevazky model na obr. 5.25 a vSechny vazké modely
z obr. 5.26, 5.27 a 5.28 spojuje pomérn¢ vyraznd zvukova ¢ara vytvaiejici se na nabézné
hran¢ spodniho profilu. Za ni je témér celd oblast v pfipadé nevazkého modelu
nadzvukova s vyraznymi nespojitostmi, v piipadé vazkého modelu rovnéz nadzvukova
s nespojitostmi a zvukovymi ¢arami za obéma profily v oblasti plavu. Modely k-omega
vykazuji vyS$$i hodnoty maximalniho Machova ¢isla ve srovnani s modelem Baldwina a
Lomaxe. Srovname-li vSechny vysledky s experimentalnimi daty, jsou v pomérné dobré
shodé jak polohou, tak tvarem zvukové cary v oblasti ndbéZnych hran a profila

samotnych, oblast za profily nelze kvili chybéjicim datim experimentu srovnat.
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Ma: 0.744 0.916 1.088 1.260 1.433

Obr. 5.25: Nevazké proudeni v DCA mrizi, Ma. = 1,010, a = 0°

Ma: 0.000 0.322 0.644 0.966 1.288

Obr. 5.26: Vazkeé proudeni v DCA mrizi, Ma. = 1,020, o = 0°, Re = 1 0°,

Baldwin-Lomaxitv model turbulence

Ma: 0.000 0.333 0.665 0.998 1.331

Obr. 5.27: Vazké proudéni v DCA miizi, Ma., = 1,020, o = 0°, Re = 105,

Wilcoxuv k-w model turbulence
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Ma: 0.000 0.335 0.669 1.004 1.338

Obr. 5.28: Vazké proudeni v DCA mrizi, Ma» = 1,020, o = 0°, Re = 1 0°,
SST k- model turbulence

Obr. 5.29: Proudeéni v DCA mriZi, Ma. = 0,946, a = 0°,

experimentalni data

5.2.4 Testovaci ptipad D

Posledni testovaci ptipad D zobrazuje vysledky numerickych simulaci pro konfiguraci
interferometrického meétfeni uvedenou na obr. 5.34, jenz odpovida vstupni hodnoté
Machova ¢isla Ma., = 1,073. Zde se jedna o ryze nadzvukovy vstup. Pro numerické
simulace byla zvolena hodnota Machova ¢isla mirn€ vyssi, nez je dana experimentem,
thel nabéhu nebyl modifikovan. Rovnéz 1 zde, stejné jako v pfedchozim testovacim
piipadu C, vSechna feSeni z obr. 5.30, 5.31, 5.32 a 5.33 spojuje velmi vyrazna zvukova
Cara vytvarejici se na nabézné hrané spodniho profilu, jenz se diky periodické okrajové
podmince zobrazuje podle o¢ekavani castecné 1 u horniho profilu. Za ni je témét celd
oblast v pfipadé nevazkého modelu siln€¢ nadzvukovd s vyraznymi nespojitostmi,
v ptipad¢ vazkého modelu rovnéz siln€ nadzvukova s nespojitostmi a zvukovymi ¢arami

za profily v oblasti uplavu. Simulace vazkého proudéni jsou ve velmi dobré vzajemné
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shod€. Srovname-li vSechny vysledky s interferogramem, jak polohou, tak tvarem si
zvukové ¢ary v oblasti nab&éznych hran profilit odpovidaji. RovnéZ nespojitosti v oblasti
profilli jsou dobfe zachyceny. Oblast za profily nelze s experimentem srovnat, lze

predpokladat obdobny priibéh, jaky je dan simulacemi.

Ma: 0.770 0.982 1.193 1.404 1.615

Obr. 5.30: Nevazké proudeéni v DCA mrizi, Max = 1,130, a = 0°

Ma: 0.000 0.396 0.792 1.188 1.584

Obr. 5.31: Vazké proudeéni v DCA myizi, Max = 1,135, a = 0°, Re = 10°,

Baldwin-Lomaxiiv model turbulence

Ma: 0.000 0.395 0.789 1.184 1.578

Obr. 5.32: Vazké proudeni v DCA miizi, Ma, = 1,135, a = 0°, Re = 10°,

Wilcoxuv k- model turbulence
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Ma: 0.000 0.395 0.790 1.186 1.581

Obr. 5.33: Vazké proudeéni v DCA miizi, Ma. = 1,135, a = 0°, Re = 10°,
SST k- model turbulence

Obr. 5.34: Proudeni v DCA mrizi, Ma. = 1,073, a = 0°,

experimentalni data
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V uvodu diserta¢ni prace byla nastinéna prakticka dilezitost modelovani turbulentniho
transsonického proudéni, pficemz vyplyvajici nutnost vyuzivat numerické simulace je
ziejma. V technické praxi jsou divodem jejich SirSiho vyuzivani zejména finan¢ni
naroCnost na provadéni experimentalnich méfeni nebo nemoznost viibec experiment
provést. Ma tedy smysl i nadale vyvijet jednoucelové programy schopné fesit specifické
problémy, které bézny komercni software neumi kvalitné feSit. Na poli vyzkumu
transsonického proudéni a ptislusSného matematického modelovani existuje nepfeberné
mnozstvi publikaci, pficemz ty stézejni z pohledu autora byly uvedeny. Cilem prace bylo
vyvinout a odladit vlastni feSi¢ pro metody numerickych simulaci transsonického
proudéni nevazké a vazké stlacitelné tekutiny ve vnitini aerodynamice, piicemz
u vazkého proudéni byly modelovany turbulence.

Dilezitym ptedpokladem uspéchu je spravné zvoleny fyzikalni model, jenz je popsan
modelem matematickym. Tomu se vénovala kapitola 2. V ni byly uvedeny matematické
modely popisujici fyzikalni model feSené¢ho typu proudéni. Bylo také zminéno omezeni
v ptipad¢ klasického feSeni takového matematického modelu a problémy s nim spjaté.

V kapitole 3 bylo rozebrano turbulentni proudéni jako vlastnost tekutiny a nastinény
obecné moznosti modelovani turbulentniho proudéni. Pro feSeni néslednych uloh byla
vybrdna a rozebrana metoda RANS. Z velkého mnozstvi byly vybrany a popsany tii
modely turbulence, jeden zakladni, pro ucely této prace valida¢ni algebraicky model
podle Baldwina a Lomaxe a dva modely dvourovnicové k-omega v rozsifeni podle
Wilcoxe a v SST varianté.

Kapitola 4 se zabyvala numerickym feSenim popisovaného proudéni pomoci metody
kone¢nych objeml. Byla odvozena metoda a uvedeno numerické schéma a jeho
implementace spolu s nezbytnym modelem numerického tlumeni v ramci metody
kone¢nych objemi. Rovnéz byly uvedeny dal§i dulezité ptredpoklady numerické
realizace.

Vypoctem proudéni se zabyvala kapitola 5. Byly v ni uvedeny vysledky feSeni dvou
uloh ve smyslu geometrie, referencni tlohy proudéni GAMM kanalem a proudéni DCA
miizi. Ve druhé jmenované uloze byly feseny celkem ctyti konfigurace pro riizné hodnoty

vstupniho Machova ¢isla. V ptipadé GAMM kanalu byly vysledky validovany s dal$imi
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autory a v ptipade proudéni DCA mftizi byla ukazana korelace feseni s experimentalnimi
daty. VSechny vysledky pak byly navzajem srovnany a diskutovany.

Z uvazovanych cili prace bylo splnéno vSe. Jednotlivé vysledky, uvedené v této praci,
navazuji piimo v [15], [16], [17], [18], [19], nebo nepiimo v [20] na dil¢i vysledky
publikované a v ptipadé [21] pfijaté k publikovani v rdmci celého doktorského studia. Je
nutné podotknout, ze vysledky nelze zobectiovat a Ze plati pro uvedené zkoumané
geometrie. Pro ptipad Sir§itho pouziti by bylo tfeba dodate¢nych analyz a testovani na
ptislusnych referencich, které by svym charakterem odpovidaly dal§im zamySlenym
geometriim. S jistotou lze vSak fici, ze pro pfipad geometrii uvedenych v této praci jsou
validované vysledky feSeni proudéni pravdivé.

Z hlediska vyvoje software a implementace jednotlivych matematickych modell je
nejméne naro¢ny model popisujici nevazké proudéni nasledovany modelem vazkého
laminarniho proudéni (vysledky jsou uvedeny v publikacich autora [16], [17] a [20]) a
nakonec modelem vazkého turbulentniho proudéni. Z hlediska implementace
turbulentnich modeli je nejjednodussi model algebraicky, jehoz nevyhody byly
diskutovany, ktery je nasledovan modely dvourovnicovymi. Pfedchozi srovnani jsou také
platna, i co se vypocetniho Casu tyce. Zde se do budoucna nabizi moznost Sir§iho vyuziti
semiimplicitnich nebo plné¢ implicitnich metod feSeni. Z pohledu modelovani
turbulentniho proudéni ma v budoucnu vyznam rozsifit dvourozmérnou ulohu
na prostorovou. O¢ekavanim by mélo byt lepsi zachyceni dé&jli spjatych s turbulentnim
proudénim, jenz je vzdy prostorového razu. Rovnéz je tieba se v budoucnu vénovat
modelovani pifechodu do turbulence v oblasti nab&Zné hrany a vzajemné interakci mezni
vrstvy s rdzovou vinou a jejimi odrazy. Vyse uvedené problémy budou vyzadovat co
nejlepsi optimalizaci ke zkraceni vypocetnich ¢ast.

Matematické modelovani proudéni bude proto v budoucnu i nadéle tzce spojeno

s vyvojem pocitacli a vypocetnich kapacit, které tyto komplexni ulohy umozni fesit.
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