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Anotace

Tato prace se zabyva matematickym modelovdanim a numerickym feSenim stlacitelného proudéni
tekutin, pfi¢emz hlavni duraz je kladen na modelovani turbulence. Modelovani turbulence je zalozeno
na soustaveé sttedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic a Kokové dvourovnicovém TNT k—w mod-
elu a jeho dalsich modifikacich. Nejdulezitéjsi z nich je EARSM model Wallina a Johanssona, ktery
je zalozen na transportnich rovnicich TNT modelu. Jednim z hlavnich cili této prace je odvozeni
novych hodnot modelovych konstant TNT modelu, které jsou vhodnéjsi pro spojeni s nelinedrnimi
vztahy EARSM modelu. Dalsi pouzitou modifikaci je Kokuv hybridni X-LES model, ktery prepina
mezi RANS modelem v oblastech, kde je hrub4 sit, a simulaci velkych vird v mistech, kde je sit
dostate¢né jemné pro piimou reprezentaci velkych turbulentnich struktur. X-LES model se sklada
z TNT modelu v RANS rezimu a jednorovnicového SGS modelu v LES rezimu. Zakladni rovnice
jsou poté diskretizovany pomoci metody koneénych objemu a validovany na mnoha piipadech, které
zahrnuji i realistické tlohy vnéjsi a vnitini aerodynamiky.

Klicova slova: RANS, hybridni RANS-LES, TNT k—w, EARSM, X-LES, metoda konecnych objemu,
stlacitelné turbulentni proudéni.

Title: Numerical solution of steady and unsteady turbulent flow.

Abstract

This work deals with the mathematical modeling and numerical solution of compressible flow of fluids
with the main focus on turbulence modeling. Modeling of turbulent flows is based on the system of
averaged Navier-Stokes equations and Kok’s two equation TNT k — w model and its further modifi-
cations. The most important one is EARSM model of Wallin and Johansson which is based on the
TNT model transport equations. One of the main goals of this work is derivation of new values of
model constants for TNT model equations which are more suitable in conjunction with the EARSM
nonlinear relations. Another modification used in this work is the Kok’s hybrid X-LES model which
switches between RANS model in regions where grid is corse and large eddy simulation where grid
is fine enough for direct resolution of large turbulent structures. X-LES model consists from TNT
model in RANS regions and one equation SGS model in LES regions. Governing equations are then
discretized by the finite volume method and validated on many cases including some realistic problems
in external and internal aerodynamics.

Key words: RANS, hybrid RANS-LES, TNT k — w, EARSM, X-LES, finite volume method, com-
pressible turbulent flow.
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Seznam pouzitych symbolu

Mala pismena

a;j Slozky tenzoru anizotropie a.
agjm) Slozky tenzoru ptidavné anizotropie e,
b Néhodna veli¢ina.
c Lokaln{ rychlost zvuku [ms™"].
cr Tteci koeficient.
cp Mérné tepelnd kapacita pii konstantnim tlaku [Jkg 'K~
cp Tlakovy koeficient.
cy Mérné tepelnd kapacita pii konstantnim objemu [Jkg™ 'K ~!].
d Prumér [m].
e Hustota energie, e = pE [Jm™3].

Obecné funkce.

o Frekvence [Hz].
fi Slozky vektoru tfhovych sil f [N].
gi Slozky vektoru tihového zrychleni § [ms™2].
grad Diferencialni operédtor gradient.
h Mérné entalpie [Jkg™].
k Turbulentni kineticks energie [m?s™2].
ksas Subgridnf kineticka energie [m?s™2].
n; Slozky vektoru vnéjsf jednotkové normély 7@ = (ng, ny,n.)
D Tlak [Pa].
q Normaélové rychlost [ms™].
q; Slozky vektoru tepelného toku ¢ [Wm™2].
q§- Slozky vektoru turbulentniho tepelného toku ¢* [Wm™2].
qu GS Slozky vektoru subgridniho tepelného toku %% [Wm™2].
q;‘-F Slozky vektoru turbulentniho tepelného toku v X-LES modelu [Wm™2].
T Mérna plynovd konstanta [Jkg 'K ™'].
t Cas [s].
Ue Vnitin{ energie [Jkg™'].
Uj Slozky vektoru rychlosti @ = (u,v,w)” [ms™?].
Ur Tteci rychlost, u, = \/7,/p [ms™!].
ut Normovand rychlost u.
ve Konvektivni rychlost [ms™!].
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Velka pismena

P NP w

)

==x<HNhzmaog==

o, I, g, IV,

Vahy.
Kartézské soutadnice z,y, z [m].

Normovand soutradnice .

Transformacni matice.
Pifena difuze [kgm 3s~2].

Kolmogorovova konstanta.

Koeficient turbulentni dynamické vazkosti.

Vypocetni oblast.

Bunky vypocetni sité.

Celkové energie [Jkg™'].

Energetické spektrum, kde & je vlnové ¢islo.

Nevazké toky, i = 1,2, 3.

Jadro konvoluce.

Entalpie [Jkg™'].

Subgridni{ turbulentni difuze [Wm™2].

Invarianty tenzoru anizotropie.

Pocet bunék.

Charakteristicky rozmér [m].

Turbulentni délkové méiitko [m].

Charakteristicky rozmeér buniky [m].

Machovo ¢éislo.

Pomeér produkce a rychlosti disipace turbulentni energie.
Oscila¢ni indikétor.

Produkee turbulentni kinetické energie [kgm's™3].
Aproximaé¢ni polynom.

Prandtlovo éislo.

Turbulentni Prandtlovo ¢islo.

Vektor zdrojovych ¢lent.

Vazké toky, 1 = 1,2, 3.

Reynoldsovo ¢islo.

Reynoldsovo ¢islo v zavislosti na souradnici x.
Reziduum.

Velikost bezrozmérného tenzoru rychlosti deformace.
VInové rychlosti v HLLC schématu.

Slozky tenzoru rychlosti deformace S: [s71].
Strouhalovo ¢islo.

Teplota [K].

Doba stredovani [s].

Intenzita turbulence.

Vektor primitivnich proménnych.

Vektor nezndmych konzervativnich proménnych.
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Recka pismena

HsaGs

DL BT >«

e

Ax, Ay, Az
AS
AL AY, An

Uhel nabéhu proudu [rad)].

Koeficienty tenzoru anizotropie, ¢ = 1,3,4,6,9.
Poissonova konstanta, v = ¢, /cy.

Jednotkovy tenzor, 6;; = 1 pro ¢ = j, §;; = 0 pro i # j.
Rychlost disipace [m?s™3].

Druh4 vazkost [Nm™2s].

Pomocnd soufadnice ve sméru osy z [m].
Parametr MUSCL rekonstrukee.

von Karmanova konstanta.

Soucinitel tepelné vodivosti [Wm 'K ™!].
Velikost rychlosti vztazend ke kritické rychlosti zvuku.
Dynamickéd vazkost [Nm™2s].

Turbulentni dynamické vazkost [Nm~2s].
Subgridni{ vazkost [Nm~?s].

Turbulentni vazkost v X-LES modelu [Nm~?s].
Turbulentnf kinematickd vazkost [m?s™!].
Pomocnd soufadnice ve sméru osy x [m].
Hustota [kg m™>].

Polomér [m].

Aproximace prvni derivace ve smeéru x.

Ztratovy koeficient.

Turbulentni ¢asové méritko [s].

Slozky tenzoru vazkych napéti 7 [Nm~2].

Slozky tenzoru Reynoldsovych napéti 7* [Nm~2].

Slozky tenzoru subgridnich Reynoldsovych napéti 75GS

Slozky tenzoru Reynoldsovych napéti v X-LES modelu [Nm™2].

Limiter, o = K/X

Uhel odklonu proudu [rad].

Obecné nezndma veli¢ina.

Pomocnd soufadnice ve sméru osy y [m].
Specifické rychlost disipace [s™].

Slozky tenzoru rotace 0 [s7.
Diferencialni operdtor Nabla.

Sfika filtru pro LES [m].

Zpétna diference.

Dopredné diference.

Velikost ¢asového kroku [s].

Velikost buriky sité ve sméru prislusné soufadnice [m].

Obsah stény bunky vypocetni sité.

Velikost buriky sité ve sméru piislusné pomocné soufadnice [m)].
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Dolni indexy

ch

pp
ref

Zkratky

AUSM
BSL
CFL

cS

DES
DNS
DV
EARSM
ENO
FDM
FEM
FVM
HLLC
LES
MUSCL
QUICK

RANS
SGS
SST
TNT

URANS
WENO
X —-LES

Stagan¢ni hodnota.

Hodnota ve vnéjsim proudu.

Hodnota ve fiktivni butice za hranici vypocetni oblasti.
Charakteristickd hodnota.

Pocateéni podminka.

Referen¢ni hodnota.

Hodnota na sténé.

Stav vlevo od rozhrani dvou bunék.

Stav vpravo od rozhrani dvou bunék.

Advection Upstream Splitting Method.
BaSe Line.

Courant-Friedrichs-Lewy.

Centralni Schéma.

Detached Eddy Simulation.

Direct Numerical Simulation.

Dualni geometrie.

Explicit Algebraic Reynolds Stress Model.
Essentially Non-Oscillatory.

Finite Diference Method.

Finite Element Method.

Finite Volume Method.

Harten, Lax, van Leer, Contact.

Large Eddy Simulation.

Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws.

Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics.

Reynolds Averaged Navier-Stokes.

Sub-Grid Scale.

Shear Stress Transport.
Turbulent-NonTurbulent.

Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes.
Weighted Essentially Non-Oscillatory.

eXtra Large Eddy Simulation.
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Kapitola 1
Uvod

Tato prace se zabyva matematickym modelovanim a numerickym feSenim proudéni stlacitelné tekutiny.
S proudénim stlacitelnych tekutin se lze setkat v mnoha technickych aplikacich. Tato prace je zaméiena
predevsim na aplikace ve vnéjsi a vnitini aerodynamice jako napt. obtékani kiidla letadla, nebo
proudéni v turbinové miizi.

Proudéni obecné stlacitelné tekutiny predstavuje velmi komplexni problém. Proto je hned na zacatku
nutné udélat nékterd zjednoduSeni. Mezi nejdulezitéjsi patii predpoklad spojitého prostiedi, tzv.
kontinua, a déle omezeni na tzv. Newtonskou tekutinu, kterd je dobrou aproximaci pro tekutiny,
které se casto vyskytuji v technickych aplikacich (napt. vzduch, para apod.). Za téchto piedpokladu
jsou zékladnimi matematickymi modely soustava Eulerovych rovnic pro nevazké (idedlni) proudéni
tekutiny (Euler, 1757), resp. soustava Navierovych-Stokesovych rovnic pro vazké (redlné) proudéni
tekutiny (Navier 1827, Stokes 1845). Obé soustavy tvoii rovnice, které vyjadiuji zakladn{ zdkony za-
chovéni (zachovédni hmotnosti, hybnosti a energie). Z matematického hlediska se jedna o nelinedrni
parcidlni diferencidlni rovnice. Nelinearita téchto rovnic zpusobuje v pripadé vazkého proudéni kvali-
tativni zmény ve strukture proudového pole. Tyto zmény zavisi na tzv. Reynoldsové cisle, které vy-
jadiuje pomér mezi setrvaénymi a vazkymi silami, které ptusoby na tekutinu. Pro nizkd Reynoldsova
¢isla prevladaji vazké disipativni sily, které tlumi poruchy a jiné nestability v proudici tekutiné, a proto
k pfenosu hmotnosti, hybnosti a energie mezi sousednimi vrstami tekutiny dochazi pouze vlivem di-
fuze. Takové proudéni se nazyva laminarni. Pro vysokd Reynoldsova ¢isla jsou dominantni setrvacné
sily, které zpusobuji rust poruch a nestabilit a jejich ndsledkem potom dochézi k velmi slozitému
chaotickému pohybu tekutiny, ktery se nazyva turbulentni proudéni. Tato prace je déle zna¢né ori-
entovana na modelovani a feSeni turbulentniho proudéni, které je charakteristické pro vétsinu tech-
nickych aplikaci.

Turbulentni proudéni tekutiny lze popsat pomoci soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic. Bohuzel
soucasna matematika neumozinuje nalézt jeji obecné feSeni v uzavieném tvaru a dokonce nebyla
do nynéjsi doby korektné vyfeSena ani otdzka existence ¢i jednoznacnosti feSeni. Proto se feSeni
provadi pomoci numerickych metod. Zde se vsak setkdvame s novymi problémy. Turbulence ma velmi
slozitou strukturu, kterd obsahuje Siroké spektrum méfitek turbulentnich vira od nejmensich, ve
kterych probihd molekuldrni disipace az po nejvétsi, kterd jsou srovnatelnd s geometrickymi rozmeéry
dané tlohy. Pro zachyceni nejmensich turbulentnich virti je nutné pouzit velmi jemnou sif (pocet
buiiek sité je imérny piiblizné Reynoldsovu ¢islu na devét ¢tvrtin) a ddle velmi pfesnou numerickou
metodu. Pro typické tlohy vnéjsi a vnitini aerodynamiky se Reynoldsovo &islo pohybuje v rozmezi
10% az 10%. Z uvedeného je ziejmé, ze piimé numerické Feseni je s pouzitim soucasné vypocetni tech-
niky nemozné'. Pro ziskdni numerického feseni turbulentniho proudéni je tedy nutné zavést dalsi
zjednoduseni. Tato zjednoduseni predstavuji modelovani turbulence pomoci fyzikalnich aproximaci a
matematickych modelu namisto pifimého feSeni.

Nejstarsi piistup k modelovani turbulence je zalozen na ¢asovém stfedovani Navierovych-Stokesovych
rovnic, pomoci kterého ziskame soustavu Reynoldsovych stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic
(Reynolds, 1895). Z fyzikalniho hlediska tyto rovnice predstavuji zna¢né zjednoduseni proti puvodni

1V soucasné dobé je pouzit piffmé numerické simulace omezeno na tlohy s jenoduchou geometrif, které jsou charak-
terizovany Reynoldsovym &islem v rozmezi 104 az 10°.
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soustaveé, protoze popisuji pouze vyvoj stfednich hodnot puvodnich okamzitych veli¢in. Z mate-
napéti, které vznikly sttedovanim. Tyto ¢leny je nutné aproximovat pomoci modelu turbulence. Nej-
starsi modely turbulence jsou zalozeny na tzv. Boussinesqové hypotéze (1887), kterd predpoklads,
ze Reynoldsova napéti 1ze vyjadfit podobné jako vazka napéti zavedenim tzv. turbulentni vazkosti.
Ackoliv Boussinesqova hypotéza predstavuje vyrazné zjednoduseni, pouziva se pro uzavieni stredované
soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic dodnes. Mezi nejstarsi modely turbulence patii skupina alge-
braickych modelt, které vyjadiuji turbulentni vazkost pomoci algebraickych vztahu, napt. Prandtluv
model (1925). Tyto modely maji obecné velmi omezenou pouzitelnost, nebot pouZivaji €asto empirické,
¢i poloempirické vztahy. Dalsi skupinou jsou jednorovnicové modely, které jsou tvofeny transportni
parcialni diferencialni rovnici pro urcitou veli¢inu, ktera charakterizuje jedno z turbulentnich meéritek
(nejcastéji je to turbulentn{ kinetickd energie). Pro dals{ turbulentn{ métitko, které je nutné k uréent
turbulentni vazkosti, jsou opét pouzity algebraické vztahy, které zna¢né omezuji pouziti této tiidy
modelu. Nejpocetnéjsi skupina modelt turbulence zahrnuje dvourovnicové modely. Tyto modely jsou
tvofreny dvémi transportnimi rovnicemi pro turbulentni rychlostni méfitko (nejéastéji opét turbulentni
kinetickd energie), resp. turbulentni délkové méfitko. Soucinem téchto dvou turbulentnich méfitek lze
ziskat turbulentni vazkost. Prvni Uspésné dvourovnicové modely, tzv. k — € modely (napf. Launder
a Sharma, 1974), pouzivaj{ k uréeni turbulentniho délkového méfitka rychlost disipace. Tyto modely
jsou diky chovani rychlosti disipace v blizkosti stény velmi obtizné numericky fesitelné. To mimo jiné
vedlo k vyvoji tzv. k — w modelu (Wilcox, 1988), ktery urcuje turbulentni délkové méfitko pomoci
specifické rychlosti disipace. Tento model lze bez vétsich numerickych obtiZi integrovat az ke sténé a
navic diky vhodné volbé nékterych modelovych konstant neobsahuje zaddné tlumici ¢leny a nevyzaduje
informaci o vzddlenosti od stény, coz je vyhodné pro tlohy se slozitou geometrii. Puvodni Wilcoxuv
model i jeho modifikace mély jednu velkou slabinu a to vyraznou citlivost na hodnoty turbulentni
kinetické energie, resp. specifické rychlosti disipace v nerozruseném proudu. Tento problém odstranil
BSL k — w (Menter, 1992), resp. SST k — w model (Menter, 1993). Oba modely jsou kombinaci k — €
modelu?, ktery je pouzit ve vnéjsim proudu, a k —w modelu, ktery je pouzit v oblastech mezni vrstvy.
k — e model je v tomto ptipadé transformovan do k —w formulace a mezi obéma modely se prepina po-
moci prepinacich funkci, které ale vyzaduji informaci o vzdéalenosti od stény. Odlisné feSeni problému
citlivosti modelu na hodnoty turbulentnich veli¢in v nerozruseném proudu navrhl Kok. Jeho TNT
k — w model (1999) vychdzi z Wilcoxova modelu, ale pfiddva do transportni rovnice pro specifickou
rychlost disipace ¢len, ktery vyjadiuje piicnou difuzy a déale je provedena vhodnéjsi volba konstant
modelu, ktera je zalozena na analyze chovani zjednoduseného modelu v blizkosti vnéjsi hranice mezni
vrstvy.

Modelovani turbulence v této praci bude zalozeno na Kokové TNT modelu, protoze neni citlivy vuci
hodnotam turbulentnich veli¢in v nerozruseném proudu, lze jej pouzit i pro nizkd Reynoldsova ¢isla,
nevyzaduje informaci o vzdalenosti od stény ani jiné tlumici funkce a je vhodnou platformou pro
komplexnéjsi modely.

Dvourovnicové modely turbulence maji pomérné Siroky rozsah uplatnéni, ale v nékterych ptipadech,
jako napft. proudéni s odtrzenim mezni vrstvy selhdvaji. V téchto pfipadech jiz nevysta¢ime s mode-
lovanim Reynoldsovych napéti pomoci Boussinesqovy hypotézy. Jednou z moznosti je pouziti modelu,
ktery zahrnuje transportni diferencidlni rovnice pro vSechny slozky tenzoru Reynoldsovych napéti.
Tyto rovnice v sobé obsahuji mnoho neznamych ¢lent, které 1ze jen obtizné aproximovat a navic se
ukazuje, ze jsou numericky velmi nestabilni. Proto byly vyvinuty zjednodusené modely, které tvori ex-
plicitni nelinedrn{ algebraické vztahy pro jednotilvé slozky tenzoru Reynoldsovych napéti (EARSM).
V nasem piipadé budeme pracovat s EARSM modelem Wallina a Johanssona (2000), ktery byl navrzen
v kombinaci s Kokovym TNT modelem. Hellsten vyvinul vlastni & —w model (2004), ktery je navrzen
piimo pro EARSM vztahy. Vychézi z Mentrova BSL modelu, ale pouzivd modifikované ptepinaci
funkce a nové modelové konstanty, které byly navrzeny za pomoci rozsitené analyzy pro nelinearni
konstitutivni vztahy a déle ukazuje, Ze zddny ze standardné dostupnych k& — w modelil neni vhodny
pro spojeni s EARSM vztahy. V této praci vyuzijeme Hellstenovu rozsifenou analyzu pro odvozeni
novych hodnot konstant Kokova TNT modelu tak, aby byl vhodny pro pouziti v kombinaci s EARSM
konstitutivnimy vztahy.

Modernégjsi ptistup k modelovani turbulence, tzv. simulace velkych virt, byl navrzen Smagorinskym

2Ktery na rozdil od k — w modelu nenf citlivy na hodnoty turbulentnich veli¢in v nerozruseném proudu.
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v roce 1963, puvodné pro simulaci mezni vrstvy atmosféry. Tento piistup vychdzi z mySlenky, ze
vétsina energie je obsazena ve velkych virech, zatimco v pripadé piimé numerické simulace se vétsina
vypocetniho vykonu spotiebuje na rozieseni nejmensich virovych struktur. Proto je na vychozi sous-
tavu Navierovych-Stokesovych rovnic aplikovan prostorovy filtr, ktery odstrani mald méfitka. Velké
viry jsou poté reprezentovany piimo, zatimco mala métitka jsou modelovana pomoci tzv. subgridnich
(SGS) modelu.

SGS modely jsou vétsinou zalozeny na Boussinesqové hypotéze, ktera v tomto piipadé predstavuje
pomérné dobrou aproximaci skuteénosti, nebot malé viry jsou téméf izotropni. V soucasnoti existuji
dvé zakladni skupiny modelu. Prvni skupinu tvoii algebraické modely, ve kterych je SGS vazkost
vyjaddfena pomoci algebraickych vztahu, napf. Smagorinského model (1963). Vyvoj téchto modelt
probihd dodnes. Druhou skupinu tvoii jednorovnicové modely pro turbulentni kinetickou energii
malych vira, kterd urc¢uje turbulentni rychlostni méfitko. Turbulentni délkové métitko je déno sitkou
prostorového filtru a SGS vazkost je poté vyjadiena souc¢inem obou turbulentnich méfitek.

Ackoliv je simulace velkych vira ve srovnani s pifimou numerickou simulaci mnohem méné naro¢né na
vypocetni techniku, pro dlohy s vysokym Reynoldsovym ¢islem a slozitou geometrii je stale daleko za
hranici moznosti dnesnich pocitacu. Proto Spalart v roce 1997 vyvinul tzv. DES metodu, kterd kom-
binuje stFedovanou soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic (RANS) se simulaci velkych vira (LES).
Stiedovans soustava Navierovych-Stokesovych rovnic s modelem turbulence® je pouzita v blizkosti
obtékanych stén, kde z technickych ditvodii nelze pouzit dostateéné jemnou sif, zatimco ve zbytku
proudového pole je pouzita simulace velkych vira. Tato metoda byla tUspésné pouzita pro redlné
tlohy vnéjsi aerodynamiky s vysokym Reynoldsovym ¢islem. Jeji nevyhodou je, ze ptedem vyzaduje
rozdéleni vypocetni oblasti na zény pro RANS a LES a s tim souvisejici obtiznéd ptiprava vypocetni
sité pro numerické feseni. Modifikac{ tohoto pifstupu je metoda X-LES (Kok, 2004), kterd je tvorena
TNT k — w modelem, ktery je pouzit v RANS regionech a jednorovnicovym SGS modelem, ktery se
pouziva v LES regionech. Na rozdil od pitvodni Spalartovy metody* nevyzaduje rozdéleni vypocetni
oblasti na jednotlivé zény pfedem, protoze ty se automaticky urcuji podle jemnosti vypocetni sité.
Protoze je modelovani turbulence v této praci zalozeno na Kokové TNT k — w modelu, je X-LES
model logickou volbou pro simulovani nestacionarniho turbulentniho proudéni.

Numerické feseni matematickych modelu stlacitelného proudéni (soustavy stiedovanych, resp. fil-
trovanych Navierovych-Stokesovych rovnic, které jsou uzavieny pomoci piislusnych modela turbu-
lence, popi. soustava Eulerovych rovnic) predstavuje dalsi sadu problému. Hlavni komplikaci je neli-
nearita vychozich rovnic. Jinym problémem je napt. vznik a sifen{ rdzovych vin (které lze povazovat za
nespojitosti) uvnit¥ vypocetni oblasi. V této préci je numerické feseni zalozeno na metodé koneénych
objemu, kterd je i pfes vznik novych metod a pfistupu stale dominantni pro feSeni iloh mechaniky
tekutin. Od poloviny minulého stoleti vzniklo v rdmci metody kone¢nych objemu mnoho tzv. kla-
sickych numerickych schémat pro aproximaci nevazkych toku (napf. Laxovo-Wendroffovo schéma,
MacCormackovo schéma aj.). Tyto metody jsou ovSem v nelinedrnich pifpadech nestabilni, a proto
je nutné je stabilizovat pomoc{ tzv. numerické (nebo umelé) vazkosti, kterd do zna¢né miry zévisi na
empirickych konstantach, které je nutné nastavit pro kazdou tilohu zvl4st. Nastaveni téchto konstant
potom vyrazné ovliviiuje kvalitu numerického feseni. V soucasnosti pievlada skupina tzv. modernich
numerickych schémat, kterd realizuji tzv. protiproudou diskretizaci pomoci rozkladu nevazkych nu-
merickych toki. Mezi nejznaméjsi metody této tiidy patii schémata AUSM a HLLC. Tato schémata
jsou pouze prvniho fadu presnosti. To znamen4, Ze je v nich zabudovana velmi silnd numericka vazkost,
ktera je stabilizuje, ale zdroven pusobi negativné na dulezité atributy proudového pole (napt. rozliseni
rézovych vln, nebo zachyceni extrému). Proto se tato schémata pouzivaji v kombinaci s rekonstrukei
neznamych veli¢in, diky které se zvysi fad presnosti.

V této préci je pouzito schéma HLLC. Pro zvyseni fadu pfesnosti je pouzito dvou zcela odlisnych
rekonstrukci. MUSCL rekonstrukce je realizovana pomoci jednorozmérnych rekonstrukei v jednotlivych
smérech, zatimco WENO rekonstrukce je implementovana jako plné vicerozmérna. Vazké toky jsou
diskretizovany pomoci standardné uzivané centralni aproximace druhého fadu presnosti.

Pro ¢asovou diskretizaci lze pouzit celou fadu explicitnich, nebo implicitnich metod. V nasem piipadé
budeme pouzivat explicitni vicestupniové Runge-Kuttovy metody druhého, resp. tiretiho radu.

3V tomto piipadé jednorovnicovy model Spalarta a Allmarase.
4A jinym DES metoddm, které z ni vychézi.
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1.1 Cile disertacni prace

Hlavnim cilem této prace je vyvoj metod pro modelovani turbulentniho proudéni stlacitelné tekutiny.
Vyvoj se bude zaméfovat na ruzné modifikace TNT k — w modelu za tcéelem vylepSeni prediktivnich
vlastnosti pro vybrané pripady proudéni. Diléimi cili nezbytnymi pro dosazeni hlavniho cile jsou:

e Vyvoj a otestovani metody pro feseni nevazkého stlacitelného proudéni.
e Vyvoj a otestovani metody pro feseni laminarniho stlacitelného proudéni.

e Rekalibrace TNT modelu za tcelem kombinace s EARSM vztahy a validace na vybranych
piipadech stlacitelného turbulentniho proudéni.

e Vyvoj metody pro feSeni nestacionarniho stlacitelného turbulentniho proudéni a otestovani na
ptipadu subsonického obtékani valce.

1.2 Struktura disertacni prace
Struktura diserta¢ni prace je pfizpusobena splnéni vyse uvedenych cila.

e Ve druhé kapitole jsou definovény zakladni matematické modely proudici stlacitelné tekutiny,
tzn. soustava Eulerovych, resp. Navierovych-Stokesovych rovnic a dale konstitutivni vztahy,
které jsou nutné k jejich uzavieni. Déle jsou stru¢né popsany zdkladni pocatecni a okrajové
podminky, které jsou nedilnou soucasti matematického modelu konkrétni tlohy.

e Treti kapitola je vénovana modelovani turbulentniho proudéni. Prvni ptistup je zalozen na
stfedované soustavé Navierovych-Stokesovych rovnic (RANS), kterd je uzaviena Kokovym TNT
k — w modelem, nebo pomoci komplexnéjsiho EARSM modelu Wallina a Johansona, ktery
je zalozen na TNT modelu. Pomoci Hellstenovy rozsitené analyzy jsou zde odvozeny nové,
vhodnéjsi konstanty pro TNT model ve spojeni s EARSM modelem. Druhym pfistupem je
simulace velkych virta (LES), resp. hybridn{ metoda X-LES, kterd je kombinacif RANS a LES.

o Ctvrts kapitola se zabyva numerickym Fesenim zékladnich matematickych modeli pomoci metody
kone¢nych objemu. Numerickd metoda je zaloZzena na schématu HLLC s MUSCL, nebo WENO
rekonstrukci pro aproximaci nevazkych toku a centralni aproximaci vazkych toku. Pro ¢asovou
diskretizaci jsou pouzity vicestupniové TVD Runge-Kuttovy metody. V této kapitole je déle
popsana numericka implementace okrajovych podminek.

e Pata kapitola je vénovana numerickému feSeni prostorového nevazkého proudéni. Nejprve je
ovérena spravnost implementace pouzitych numerickych metod na zndmych piipadech proudéni
GAMM kandlem v ruznych konfiguracich. Poté jsou feSeny piipady transsonického obtékani
kifidla NACA 0012 a transsonického proudéni ve statorové mifzi Skoda.

e Sest4 kapitola slouzi k ovéfeni spravnosti implementace vazkych ¢leni, resp. jejich aproximace
na jednoduchém piipadu subsonického lamindrniho proudéni zahnutym kanalem.

e Sedma kapitola je vénovana rovninnému turbulentnimu proudéni. Nejprve jsou zvolené modely
turbulence, resp. numerické metody testovany na jednoduchém piipadu subsonického proudéni
kolem desky. Poté jsou pouzity k fesen{ transsonického obtékani profilu kiidla RAE 2822 (AGARD
piipad 10) a déle k feseni transsonického proudéni turbinovou miizi SE 1050.

e V osmé kapitole budeme tesit dva pripady prostorového turbulentniho proudéni. Prvni tlohou
je trojrozmérny pripad transsonického proudéni turbinovou miizi SE 1050. Druhou tlohou je
nestaciondrni subsonické proudéni kolem valce.

e Posledni kapitola je vénovana zavére¢nému zhodnoceni.



Kapitola 2

Matematické modely stlacitelného
proudéni tekutiny

V této praci budeme uvazovat pouze tzv. Newtonskou tekutinu!, kterd je charakterizovdna témito
vlastnostmi:

e Nedochazi-li k deformaci tekutiny, je jedinym pusobicim napétim staticky tlak, ktery pusobi
kolmo na jakoukoliv plochu umisténou v tekutiné.

e Mistni, okamzitda hodnota napéti pii deformaci tekutiny zavisi pouze na rychlosti deformace
v uvazovaném misté a ¢ase. Nevyskytuje se zde zddné pusobeni na dalku, ani vlastnost ” paméti”
predchoziho stavu.

e Tekutina je izotropni, tzn. mé stejné deformacni vlastnosti ve vSech smérech.

e Neexistuje pfima vazba mezi rychlostnim a teplotnim polem, tzn. nevznikaji zaddnd napéti
teplotnim pusobenim, ani tepelny tok pusobenim napéti.

Zakladni matematické modely popisujici proudéni tekutiny dale predpokladaji spojité prostiedi,
tzv. kontinuum. Tento piistup zcela ignoruje pohyb molekul a predpoklada, ze vlastnosti dané tekutiny
jsou spojitymi funkcemi polohy a casu. Stlacitelnou Newtonskou tekutinu lze povazovat za kontinuum,
pokud je charakteristicky rozmér obtékaného télesa (pfipané jiny charakteristicky rozmér tilohy) mno-
hem vétsi nez stfedni volna dréaha molekul tekutiny. Pro pfevaznou ¢ast technickych aplikaci je tento
predpoklad splnén téméi dokonale.

2.1 Soustava Navierovych-Stokesovych rovnic

Soustava zdkladnich rovnic, kterd popisuje proudéni vazké stlacitelné tekutiny, je tvorena zakonem
zachovani hmotnosti (rovnice kontinuity)

ap , 9lpu;)

6t axj

=0, (2.1)

zékonem zachovan{ hybnosti? (Navierova-Stokesova rovnice)

d(pu;)  O(pujuj) ~ Op Oy
ot " ox, 0w  Ox (22)
a zakonem zachovani energie
6(pE) 0 (9(1147'”) 8(]]‘
— | (pE = A 2.

1V této praci budeme pracovat pouze se vzduchem, pro ktery jsou nésledujici pfedpoklady splnény téméi dokonale.
2Vzhledem k nizké hustoté vzduchu jsme zanedbali ¢len, ktery vyjadiuje tihové sily, tzn. f; = pg; ~ 0.

19
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Zde p je hustota tekutiny, u; jsou slozky vektoru rychlosti, p je tlak, 7;; jsou slozky tenzoru vazkych
napéti, I/ je celkova energie a g; jsou slozky vektoru tepelného toku.

Rovnice (2.1), (2.2) a (2.3) spoletné tvoii soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic (odvozeni lze
nalézt napf. v [1] nebo v [9]).

2.2 Konstitutivni vztahy

Soustava Navierovych-Stokesovych rovnic nenf uzaviend, a proto musime piidat dopliijici rovnice, tzv.
konstitutivni vztahy.
Prvnim z nich je vzdjemnd vazba stavovych veli¢in. V této préaci pouzijeme stavovou rovnici idedlniho

plynu (viz [1])
p=prT, (2.4)

kterou lze prepsat do tvaru

p=(-1) [pE - ;pwu]’] , (2:5)

kde v je Poissonova konstanta?, kterd je ddna pomérem mérné tepelné kapacity pii konstantnim tlaku
ku mérné tepelné kapacité pii konstantnim objemu.

Poznamka 2.2.1. Model idediniho plynu lze pouZit pouze pokud je zanedbatelny viiv velikosti molekul
vzhledem k objemu plynu a vliv vzdjemného silového pusobeni molekul. Tyto predpoklady plati pro
pomérné giroké rozsahy hodnot tlaki a teplot, viz [1].

Dalsi rovnice vyjadiuje vztah pro tenzor vazkych napéti 7. Pro Newtonskou tekutinu? plati linedrni
vztah (viz [2])

Tij = 2,uSZ-j, (26)

kde i je dynamické vazkost a S;; jsou slozky tenzoru rychlosti deformace, které jsou ddny rovnosti

1/ 0u; Ou; 2_ Ouy
== — S5k, 2.
Si 2 <8xj + Ox; 36” 8xk) (2.7)

Dynamicka vazkost p je zdvisld na odmocniné z absolutni teploty (toto plyne z kinetické teorie plynu,
viz [1]) a lze pro ni pouzit napf. Sutherlanduv vztah [1]. V nasem piipadé pouzijeme zjednoduseny
vztah dle Rayleigha ve tvaru

WD) = it (7 g (2.)

ktery lze dale upravit pomoci stavové rovnice (2.4) do kone¢né podoby

) = s (2 i} (2.9

kde konstanta ey je dédna vztahem

o

o Pref )t 2.10
pref = (Tref) . (2.10)
Dref
Poslednim konstitutivnim vztahem je Fourieruv zdkon (viz [1]) pro tepelny tok ¢ ve tvaru
or
R gl 2.11
q] axj ) ( )
ktery upavime do tvaru
Yy w9 (p

o S 2.12
4 7—1Pr8xj<p>’ (2.12)

3V nagich vypoctech uvazujeme vy = 1.4 (hodnota Poissonovy konstanty pro vzduch).
47de jsme jiz pouzily zjednoduseni ve formé vylouéeni tzv. druhé vazkosti pomoci Stokesova vztahu ¢ = — 2, ktery
J Nz p Y Z) y p IH y
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kde Pr je Prandtlovo &islo®, které je definovano jako

Pr= “TCP (2.13)

2.3 Soustava Eulerovych rovnic

Zanedbdme-li ¢leny zodpovédné za vazké efekty v soustavé Navierovych-Stokesovych rovnic (tzn.
polozime p = 0), dostaneme soustavu Eulerovych rovnic, kterd je matematickym modelem proudéni
tzv. idedlni (nevazké) tekutiny.

dp , 9lpu;)

ot om0 (2.14)
d(pu;) | O(puuy) =~ Op

T e el (2.15)
O(pE) 0 B

% T oz, [(pE —|—p)u]} =0 (2.16)

Soustavu Eulerovych rovnic (2.14) az (2.16) uzavird stavova rovnice idedlntho plynu (2.5).

2.4 Pocatecni a okrajové podminky

Soustavu Navierovych-Stokesovych nebo Eulerovych rovnic fesime na omezené oblasti D C R? pro
t > 0, a proto je tfeba ji doplnit vhodnymi poc¢ateénimi a okrajovymi podminkami.

2.4.1 Pocatecni podminky

Pro konkrétni vypocet za pouziti Navierovych-Stokesovych ¢ Eulerovych rovnic musime predepsat
pocéateéni stav® proudového pole. To lze provést nésledovné:

p(Z,0) = ppp(‘f)v u(Z,0) = ﬁp;ﬁ(f)v E(Z,0) = E;D;D(‘f)v (2.17)

kde ppp (), tpp(Z) a E,p(Z) jsou dané pocateéni hodnoty nezndnych veli¢in.

2.4.2 Okrajové podminky

V této ¢asti uvedeme zdkladni okrajové podminky, tzn. vstupni okrajovou podminku (¢dst hranice,
kterou proud vstupuje do vypocetni oblasti), vystupni okrajovou podminku (¢4st hranice, kterou
proud opoust{ vypocetni oblast) a okrajovou podminku pro pevnou sténu. Analyza okrajovych podmi-
nek pro obecné prostorové proudéni je velmi obtiznd a presahuje rdmec této prace. Proto se omezime
pouze na uvedeni nékterych moznosti realizace okrajovych podminek. Podrobnéjsi analyzu je mozné
nalézt napt. v [10].

Okrajové podminky pro soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic

Formulace okrajovych podminek pro systém Navierovych-Stokesovych rovnic nebyla do nynéjsi doby
korektné matematicky vytesena a navic jejich volba zavisf na FeSeném pifpadu (nadzvukové ¢i podzvu-
kové proudéni). Proto uvedeme pouze jeden z moznych postupu pro prostorové proudéni (viz [10]).

Vstupni okrajovd podminka:

e Zadat p, U, Zj.:l (Zle T ) uj + )\g—z; =0.

5V nasich vypoctech uvazujeme Pr = 0.72 (hodnota Prandtlova &isla pro vzduch).
6Tzn. stav pii t = 0.
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Vystupni okrajova podminka:
e Zadat —pn; + Z?:l Tijn; = konst. pro i =1,2,3, 2L =0.

Pevna sténa:

V této praci budeme uvazovat okrajové podminky pro adiabatickou sténu

L aT
i=0 — =0.
Y=Y o5

Vektor 7, ktery se vyskytuje ve vySe uvedenych okrajovych podminkdch pfedstavuje vnéjsi jed-

notkovou normalu.

Okrajové podminky pro soustavu Eulerovych rovnic

Okrajové podminky pro soustavu Eulerovych rovnic vychazeji z jednorozmérné analyzy hyperboli-
ckych soustav, resp. z rozsifeni této analyzy do vice dimenzi (viz napi. [9]). Pfi predepisovani okra-
jovych podminek na vstupu, resp. vystupu musime rozliSovat, zda normalova rychlost nabihajiciho,
resp. vystupniho proudu je vétsi ¢i mensi nez lokalni rychlost zvuku c.

Vstupni okrajova podminka:
e Pro -7 < ¢ zadat Ctyfi veli¢iny, napft. p, u, v, w.

e Pro -7 > c zadat vSech pét veli¢in, napt. p,u, v, w, E.

Vystupni okrajova podminka:
e Pro @ -7 < ¢ zadat jednu veli¢inu, napt. p.

e Pro i -7 > ¢ nezadat zaddnou veli¢inu.

Pevné sténa:

Pro nevazké proudéni plati, ze proud sténou neprochizi a je s ni tedy v jeji blizkosti rovnobézny,
tzn.

g
St
I

(e}

(2.18)



Kapitola 3

Matematické modelovani
turbulentniho proudéni

Vétsina pripadu proudéni v technickych aplikacich m4 turbulentni charakter. Pro turbulentni proudéni
je charakteristické, ze setrvacné sily pusobici na tekutinu pfrevazuji nad vazkymi silami, které tlumi
malé poruchy a nestability proudéni. Pomér setrva¢nych a vazkych sil vyjadiuje Reynoldsovo podob-

nostni ¢islo .

Re = M, (3.1)

I

kde L je charakteristicky rozmér daného proudéni. Pii pirekroceni kritického Reynoldsova ¢isla dochézi
k prechodu laminarniho proudéni do turbulentniho proudéni.
Pro turbulentni proudéni neexistuje jednoznacné definice. Napiiklad podle Bradshawa je turbulence
trojrozmeérny nestacionarni pohyb, ve kterém nésledkem protahovéani vira vznikaji fluktuace rychlosti,
které tvoii spojité spektrum vlnovych délek v intervalu od nejmensich ur¢enych vazkymi silami do
nejvétsich uréenych okrajovymi podminkami proudéni, tj. geometrickymi rozméry [11].
Pro turbulentni proudéni jsou charakteristické nasledujici vlastnosti:

e Turbulence neni vlastnosti tekutiny, ale jejtho pohybu.

e Turbulence je pohybem kontinua s ur¢itymi materidlovymi vlastnostmi (vyvoj turbulence na
nich zdvisi, ale pfimo je neovliviiuje).

e Turbulentni pohyb ma chaoticky charakter.

e Turbulentni proudéni je druhem nestaciondrniho prostorového vifivého pohybu.
e Turbulence m4 slozitou vnitini strukturu.

e Turbulence zpusobuje intenzivni prenos hmoty, hybnosti, energie a tepla.

e Turbulence ma difuzivni charakter.

Ptes chaoticky charakter turbulence dochéazi pro stejné pocatecéni a okrajové podminky ke vzniku
stejnych univerzalnich vlastnosti struktury turbulentniho proudéni. Turbulenci lze povazovat za vysle-
dek kvazideterministickych procesu v proudici tekutiné a stfedni proudéni lze popsat pomoci stati-
stickych zdkonu. Turbulence ma vlastnosti spojitého prostfedi (kontinua), a proto okamzity stav
turbulentniho proudéni lze popsat soustavou Navierovych-Stokesovych rovnic (2.1), (2.2) a (2.3).
Analytické FeSeni turbulentniho proudéni, které popisuje soustava Navierovych-Stokesovych rovnic,
neni proveditelné pomoci znamych matematickych prostiedku. Proto se feSeni provadi vyhradné nu-
mericky. V soucasné dobé se pouzivaji nasledujicich zédkladni postupy:

e DNS (Direct Numerical Simulation), pfimé numerickd simulace. Tato metoda piedpoklada
piimé numerické Feseni soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic (doplnéné konkrétnimi poc. a
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okrajovymi podminkami). To je ale mozné pouze v piipadé, Ze pouzijeme velmi pfesnou numer-
ickou metodu® a velmi jemnou vypocetni sit?, aby bylo mozné zachytit i nejmensi turbulentni
virové struktury. S dnesni vypocetni technikou je mozné provadét pitimou numerickou simulaci
pro tlohy s Reynoldsovym é&fslem #adu 10 az 10°. Typické technické aplikace (napi. proudéni
ve vnéjsf a vnitini aerodynamice) jsou charakteristické Reynoldsovym é&fslem fadu 106 az 108.
7 toho plyne, Ze piiméd numerickd simulace je v soucasnosti a v blizké budoucnosti pro redlné
ilohy nepouzitelnd z technickych duvodu.

e LES (Large Eddy Simulation), simulace velkych vira. Tento piistup je urcité zjednoduseni
predchozi metody. Simulovany jsou pouze virové struktury do urcité velikosti a zbytek je mode-
lovén pomoci tzv. SGS (subgrid scale) modelu. Tato metoda je ve srovnani s pfimou numerickou
simulaci mnohem méné naroénd na vypocetni vykon. Vypoéetni sit miize byt znatelné hrubs®
a numerické metody feSeni jsou srovnatelné s bézné pouzivanymi metodami pro laminarni
proudéni. O simulaci velkych vira se predpokladd, ze bude v blizké budoucnosti pouzitelnd
pro feseni redlnych technickych aplikaci.

¢ RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes), stfedovand soustava Navierovych-Stokesovych
rovnic. V soucasné dobé nejpouzivanéjsi metoda, kterd spociva v rozdéleni okamzitych hodnot
neznamych veli¢in na stfedni hodnotu a fluktuaci. Poté se takto rozlozené neznamé dosadi do
soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic a provede se jeji stfedovani. Vysledkem je formélné
témeét shodnd soustava rovnic pro stiedni hodnoty nezndmych veli¢in. Cleny, které vzniknou
navic diky stfedovani je nutné modelovat pomoci modelu turbulence. Vypocetni sité i num-
erické metody jsou v tomto pripadé srovnatelné s metodami pro lamindrni proudéni. Vyhoda
tohoto postupu je realizovatelnost numerického feseni tloh s vysokym Reynoldsovym ¢islem i na
dnesnich pocitacich. Nevyhodou je, ze veskeré turbulentni struktury jsou modelovany pomoci
modelu turbulence, ktery je ¢asto zalozen na empirickych, ¢i poloempirickych vztazich.

¢ RANS-LES Hybrid. Posledni metodou je kombinace piedeslych dvou pfistupt, tzn. simulace
velkych virt a soustavy stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic. V blizkosti obtékanych
stén, kde jsou v pripadé simulaci velmi restriktivni pozadavky na pocet bunék sité, jsou pouzity
stiedované Navierovy-Stokesovy rovnice a ve zbytku proudového pole (popiipadé v regionech,
kde je vipocetn{ sit dostateéné jemn4) simulace velkych virt. Tyto metody, zndmé také jako DES
(Detached Eddy Simulation), se v sou¢asnosti za¢inaji pouzivat pro numerické feseni redlnych
technickych aplikaci s vysokym Reynoldsovym ¢islem.

3.1 Soustava stredovanych Navierovych-Stokesovych rovnic

Stredovana soustava Navierovych-Stokesovych rovnic vychazi z dekompozice okamzitych hodnot nez-
namych veli¢in na stfedni hodnotu a fluktuaci

o=+ (3.2)

kde @ je stiedni hodnota a ®’ je fluktuace obecné okamzité veliciny ®. Protoze m4 turbulence chaoticky
charakter, jsou jednotlivé veli¢iny turbulentniho proudéni ndhodné funkce ¢asu. Pro vybrany ndhodny
interval dostaneme jednu realizaci ndhodného procesu - vybérovou funkci. Stfedni hodnota ndhodné
veli¢iny je potom déna stfedovanim n vybérovych funkci

_ R
B(w) = lim ~ 3 Py(wists), (3.3)
k=1
kde t4 je pocatecni cas stfedovani. Pokud stfedni hodnota nezavisi na vybéru pocatecniho ¢asu, jedna
se o ergodicky stacionarni proces, ktery je stacionarni ve stfednich hodnotach. V takovém piipadé
muze byt stfedni hodnota ziskdna stfedovanim jediné vybérové funkce podle casu

. 1 ts+Ts
B(rs) = Jim_ 1 / (s, )t (3.4)
s—00 Lg J¢

s

1Vétsinou se pouzivaji tzv. spektralni metody zalozené na Fourierové transformaci.
2Pottebny pocet bunék je imérny Re/4.
3Kromé oblasi, které se nachézeji v blizkosti obtékanych stén. Zde jsou pozadavky na sif pfiblizné srovnatelné.
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kde T je doba stiedovani. Pro hustotu p a tlak p tedy pouzijeme konvenéni (tzv. Reynoldsovo)
stfedovani, kde okamzité hodnoty jsou dany vztahem

O(zi,t) = B(a;) + ¥ (21, 1), (3.5)

kde stfedni hodnota ®(z;) je ddna vztahem (3.4) a stiedn{ hodnota fluktuace ®’(z;,t) je rovna nule,

tedy
o 1 ts+Ts
o' (x;) = lim — ' (z;,t)dt = 0. (3.6)

Ts—oo Lg ts

Vzhledem k matematickym obtizim pfi modelovéni stlacitelného turbulentniho poudéni (viz napf. [9])
se pro dekompozici okamzitych hodnot slozek rychlosti u; a celkové energie F pouziva vztah

Dlait) = Bai) + @ (@i, 1), (3.7)
kde ®(z;) je stiedni hodnota ziskana pomoci Favrova stfedovéni, které je dano vatahem

- 1 1 ts+Ts
O(x;) = lim —/ p(a;, )P (x;, t)dt. (3.8)
¢

Jde tedy o Reynoldsovo stfedovani, které je vazené hustotou. Na rozdil od konvenéniho stfedovani
plati, Ze stfedni hodnota fluktuace obecné nezndmé ®” # 0, ale p®” = 0.

Pouzijeme-li nyni dekompozici (3.5) pro hustotu a tlak a dekompozici (3.7) pro slozky vektoru
rychlosti a pro celkovou energii v soustavé Navierovych-Stokesovych rovnic*, dostaneme po kon-
venénim stfedovani vsech rovnic tzv. stfedovanou soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic:

ap , O(puj)
ot * Ox; =0 (39
opu:) dpu;)  dp 0 —y
ot Oz; Oz Ox, (7 = i) .

d(pE) 0

P =N 0 [/~  —\~ 0.  —5 — 1
o " ow; [“E*p)“ﬂ] " oy [(%‘ - Pué’ué’)“i] "oy [%— Ui =gl puff S| (3.11)
J J J

Celkové energie E v rovnici (3.11) je nyni ddna vztahem

~ ~ 1 _ 1
E=cyT+ Uit +k=u.+ Uit +k, (3.12)
kde u, je vnitini energie a k je turbulentni kineticka energie, kterd je definovana jako
1—
k= iug’ug’ (3.13)

Slozky stiedovaného tenzoru vazkych napéti 7;; jsou ddny vztahem (2.6) pro stiedované veliciny, tedy
3

- _org. g 1(0u 0w 2. Oup) o __ p\*
7y = 2., 5132(3%& B~ 3 axk), uuref(p) . (3.14)

N

Slozky stfedovaného vektoru tepelného toku g; jsou podobné jako v piipadé stiedovaného tenzoru
vazkych napéti ddny vztahem (2.12), tedy

7= —7“3(79). (3.15)

Nedilnou soucasti soustavy stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic je i stfedovana stavova
rovnice idealniho plynu ve tvaru

p=(-1) [pE — P ﬂk} : (3.16)

4Rovnice (2.1), (2.2) a (2.3).
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Stredovana soustava Navierovych-Stokesovych rovnic obsahuje stejné ¢leny jako soustava pro okamzité
hodnoty, ale navic se v ni vyskytuji ¢leny, které obsahuji fluktuace rychlosti, popt. fluktuace entalpie.
Posledni ¢len ve stiedované Navierové-Stokesové rovnici (3.10), tzn. —puj/uf, vyjadiuje vliv turbu-
lentnfho prenosu hybnosti a nazyvd se tenzor Reynoldsovych napét{ (jehoz slozky oznacime Tfj).
Clen puih”, ktery se vyskytuje ve stfedovaném zdkonu zachovani energie (3.11) vyjadiuje turbu-
lentni tepelny tok, jehoz slozky oznac¢ime q§. Posledni dva ¢leny v rovnici (3.11) odpovidaji turbu-
lentnimu pienosu a molekuldrni difuzi turbulentni enegie. Tyto Cleny jsou zanedbatelné malé pro
rezimy proudéni s Machovym éislem M, < 5 (viz [14]), a proto budou zanedbény i v této praci.

Pro slozky tenzoru Reynoldsovych napéti 7; 1ze odvodit (viz [11], nebo [12]) transportn{ rovnici

T 20T ey Ty + Dy — (el ) AL A (310
kde jednotlivé vyrazy na pravé strané predstavuji:
e produkce Reynoldsovych napéti F;;,
Py = Zkg% - jkgz; (3.18)
e disipace ¢;;,
€ij = Tkj 8u” + Thi zzz (3.19)
o redistribuce Reynoldsovych napéti II;;,
77
T (o
o turbulentni difuze D;;,
Dij =5~ (puffuul) + i[p/(éjkugf + 5ipu))]. (3.21)
T Oxy, J

Pokud v rovnici (3.17) polozime i = j, dostaneme po dpravé transportn{ rovnici pro turbulentni
kinetickou energii (viz [12])

opk)  O(pki;) L, 0 0dl O [—n oL ——] 0P O
_ Ot 0 = pur R — | O 0 (599
ot T T om, " aw,  Tgn, T o, TN T PG RW TP | S s g (3:22)

3.2 Uzavreni soustavy stfredovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic

Pfi zkoumadn{ rovnice (3.17) vychdzi najevo, ze se v ni objevuji nové nezndmé korelace fluktuaci
rychlosti a tlaku. Pro né lze odvodit odpovidajici transportni rovnice, ve kterych se ale opét vyskytnou
nové neznamé korelace. Proto je nutné, v zdjmu uzavieni soustavy rovnic, na urcité drovni zacit s
aproximaci téchto nezndmych ¢lenu. V soucasné dobé existuji tii zdkladni piistupy k uzavieni soustavy
stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic:

e V prvnim piipadé jsou modelovany neznamé ¢leny pifmo v rovnici pro tenzor Reynoldsovych
napéti, tzn. v rovnici (3.17). Tyto modely, které se oznacuji jako modely 2. fadu, poskytujf
nejkomplexnéjs{ fyzikdln{ popis turbulence (z metod, které jsou zalozeny na stiedovani soustavy
Navierovych-Stokesovych rovnic). Nékteré z téchto modeli 1ze nalézt napt. v [11], nebo v [12].
Nevyhodnou téchto modelu je jejich velmi obtizné numerické feSeni, a proto se jimi v této préci
nebudeme zabyvat.
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e Druhy pfistup spocivd piimo v aproximaci tenzoru Reynoldsovych napéti zjednodusenym vzta-
hem, ktery je zaloZen na analogii k Newtonovu tfecimu zdkonu (tzv. Boussinesqova hypotéza)
a na dimenziondlni analyze (viz [11]). Tyto modely se oznacuji jako modely 1. fadu.

o Tteti piistup je urcitym kompromisem piedchozich dvou. Je zalozen na zjednoduseném fesSeni
rovnice pro tenzor Reynoldsovych napéti, kde je zanedbana konvekce a difuze. Toto feSeni poté
vede na algebraické vztahy pro slozky tenzoru Reynoldsovych napéti (viz [15], nebo [11]).

Nékteré z téchto postupu budou podrobnéji popsany nize.

3.2.1 Modely turbulence prvniho fadu

Tyto modely jsou zaloZeny na pfimé aproximaci tenzoru Reynoldsovych napéti 7t pomoci Boussineqovy
hypotézy. Ta predpoklada, ze turbulentni pfenos hybnosti je analogicky k molekularnimu pfenosu hyb-
nosti, tzn. k Newtonovu tfecimu zékonu. Tuto hypotézu déle rozsitili Harlow a Nakayama (viz [11]) pro
ptipad obecného turbulentniho proudéni, kde tenzor Reynoldsovych napéti zavisi na tenzoru rychlosti
deformace. Slozky tenzoru Reynoldsovych napéti jsou tedy aproximovany pomoci vztahu

—puiu] = Tj; = 2011545 — %(Sijﬁk‘, (3.23)
kde slozky stfedovandho tenzoru rychlosti deformace S;; jsou dény druhym vztahem v (3.14). V
aproximaci (3.23) se objevuje nova veli¢ina u;, kterd predstavuje turbulentn{ vazkost. Boussinesqova
hypotéza tedy sama o sobé nefesi problém uzavéru soustavy stiedovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic, protoze jsme pouze nahradili ptivodni{ nezndmé (slozky tenzoru Reynoldsovych napéti) za jinou
nezndmou veli¢inu (turbulentni vazkost).
Pomoci podobnostni teorie a dimenziondlni analyzy lze turbulentni vazkost vyjadfit ve tvaru soucinu
turbulentniho rychlostniho a turbulentniho délkového méritka. Opét zde existuje nékolik kategorii,
které se lisi svoji komplexnosti:

e Algebraické modely turbulence - Obé turbulentni méfitka jsou uréena pomoci algebraickych
vztahu. Do této skupiny patii modely Prandtla, Cebeciho a Smitha, Baldwina a Lomaxe a
dalsf viz [12]. Nejvétsi vyhodou téchto modelu je jejich jednoduchost, protoze neni potfeba fesit
zadnou dalsi parcialni diferencialni rovnici. To je ale soucasné i jejich nejvétsi nevyhoda, protoze
vypocet obou turbulentnich métitek je zalozen na empirickych ¢i poloempirickych vztazich. To
vyrazné snizuje univerzalnost (a pouzitelnost) téchto modela.

e Piulrovnicové modely turbulence - Jsou velmi podobné algebraickym modelum, ale pro
urcitou velicinu se tesi obycCejnd diferencidlni rovnice. Zastupcem této tiidy je napt. model
Johnsona a Kinga [12].

e Jednorovnicové modely turbulence - Pro jedno z turbulentnich méfitek (vétsinou rychlostni,
které je charakterizovdno turbulentni kinetickou energii k) se fesi transportni parcidlni difer-
encialni rovnice. Zbylé délkové méiitko je z pravidla dopocitano z algebraického vztahu ve tvaru
L = f(y), coz omezuje pouzitelnost téchto modelu na jednodussi piidady rovinného proudéni.
Jednim z modelt této t¥idy je napf. Prandtluv model, viz [12]. Nékteré modely této tiidy vsak
fesi transportni rovnici pro jistou pomocnou veli¢inu, ze které je pak pfimo urcena turbulentni
vazkost pr. Prikladem takového modelu je Spalartuv a Allmarasuv model turbulence [12].

e Dvourovnicové modely turbulence - Nejrozsitenéjsi skupina modelu, kde jsou pro obé tur-
bulentni méritka feSeny transportni parcidlni diferencidlni rovnice. Mezi nejznaméjsi modely
této tiidy patii k — € a k — w modely [12].

Déle se budeme zabyvat pouze dvourovnicovymi modely turbulence, konkrétnéji k — w modelem.

TNT k£ — w model

Kokuv TNT k — w model (viz [13]) vychdzi z puvodniho Wilcoxova k — w modelu (viz [12]). Nézev
TNT (Turbulent-NonTurbulent) dostal diky analyze difuznich konstant (viz déle), ktera se provadi v
oblasti vnéjsi hranice mezni vrstvy, tzn. v okoli hranice oblasti, kde se turbulentni efekty projevuji.
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Sklada se z transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii k, ktera charakterizuje turbulentni
rychlostni méfitko, a dale z transportni rovnice pro specifickou rychlost disipace w, kterd charakterizuje
turbulentni délkové méritko.

Transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii vychdzi z rovnice (3.22), kde jsou zanedbany
vSechny ¢leny, které obsauji tlak. Toto zjednoduseni se prakticky neprojevi pro rezimy proudéni s
Machovym ¢éislem M., < 5. Prvni ¢len na pravé strané predstavuje produkci turbulentni kinetické
energie

0u;
P=7t_2. 3.24
e (3:24)
Druhy ¢len na pravé strané rovnice (3.22) predstavuje rychlost disipace
oul!
pE=Tij =——. (3.25)
J 8a:j

V TNT modelu je misto rychlosti disipace € pouzita specifika rychlost disipace w. Tyto dvé veli¢iny
jsou spolu svézany vztahem
€ = B kw, (3.26)

kde B* je konstanta modelu turbulence, kterd bude specifikovana pozdéji. TTeti a ¢tvrty ¢len na pravé
strané odpovidd molekuldrni difuzi, resp. turbulentnimu transportu turbulentni kinetické energie.
Nejcastéji pouzivana aproximace téchto ¢lenu je

- T ok
] =l = (o ) 5 (3.27)

kde o* je opét konstanta modelu turbulence. Dosazenim vztaht (3.24) az (3.27) do rovnice (3.22)
ziskame kone¢nou podobu transportni rovnice pro turbulentni kinetickou energii
o(pk) , Dokt Ok }

*— 0 — *
50 o, —P—Bpk:w—&-[(u—i—aut)

oz, oz, (3:28)

Transportni rovnici pro specifickou rychlost disipace 1ze odvodit pomoci transformace transportnich
rovnic pro turbulentn{ kinetickou energii k a rychlost disipace € (viz [11]). Jeji tvar ma podobu
o) | Optiy) _

=«

6t an k

_ o [,_ Ow P Ok Ow
p— 2 R —_— J— S —
P — Bpw® + oz [(ﬂ + aﬂt)axj] + 04— max <8xj 3xj’0>’ (3.29)

kde «, 8, 0 a 04 jsou modelové konstanty. Na rozdil od puvodni rovnice, kterou navrhl Wilcox (viz
[12]), se v ni objevuje posledni ¢len na pravé strané, ktery predstavuje piiénou difuzi. Tento ¢len,
spole¢né s vhodnou volbou modelovych konstant, odstranuje citlivost na hodnoté specifické rychlosti
disipace v nerozruseném proudu.

Turbulentni vazkost u; je nakonec dana vztahem

Pk
pe = C’MU, (3.30)
kde koeficient turbulentni vazkosti C), = 1.

Kalibrace modelovych konstant

Konstanty modelu turbulence lze urcit na zdkladé jednoduchych piipada proudéni, pfipadné nume-
rickou optimalizaci. Prvni vztah mtzeme ziskat z rozpadu homogenni izotopni turbulence. V takovém
piipadé lze v rovnicich pro turbulentn{ kinetickou energii (3.28) a specifickou rychlost disipace (3.29)
zanedbat konvekci, difuzi a produkci, takze se redukuji na obycejné diferencidlni rovnice

dk dw

=Bk, o= —pt (3.31)

Resen{ soustavy rovnic (3.31) vede na vztah

k~t 58, (3.32)
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Experimenty ukazuji, ze k ~ ¢t~", kde n = 1.25 £ 0.06 (viz [12]). Po porovnani se vztahem (3.32)
dostaneme vztah pro pomér modelovych konstant

gt _ 6

g5
ktery odpovida spodni ¢asti intervalu experimentalnich hodnot.
Dalsi vztahy lze odvodit z pfipadu obtékani deseky s nulovym gradientem tlaku. V logaritmické
¢asti mezni vrstvy plati, Ze je dostatetné vzdalend od stény a muzeme tedy zanedbat vliv molekuldrni
vazkosti. Zaroven je ale dostateéné blizko na to, abychom mohli zanedbat konvekei. V takovém piipadé
se transportni rovnice modelu turbulence spole¢né se stredovanymi hybnostnimi rovnicemi zjednodusi

(3.33)

do tvaru
' = ala)
0 = a(gZ)2—6w2+oaay[vtg(ﬂ, (3.34)

kde vy = p; /P je kinematicka turbulentni vazkost. Resenf soustavy rovnic (3.34) je

2

U U U
U= —Iny+const., k=—"", w= T (3.35)
K VB VB Ry

kde u, je tzv. tfeci rychlost a & je von Kdrménova konstanta. Dosazenim fesen{ (3.35) zpét do soustavy
(3.34) obdrzime vztah pro modelovou konstantu a,

a=—— (3.36)
pr VB
a déle pro slozku tenzoru Reynoldsovych napéti 7, ,
Toy = U5 (3.37)

7 experimentalnich méfeni lze vypozorovat, ze pomér slozky tenzoru Reynoldsovych napéti Tiy ku
turbulentni kinetické energii k v logaritmické ¢asti mezni vrstvy je pfiblizné 3/10 (viz [12]). Pouzitim
druhého vztahu v (3.35) a (3.37) vy¢islime modelovou konstantu 8* = 0.09. Nésledné muzeme pomoci
vztahu (3.33) a hodnoty $* vycislit i modelovou konstantu 5 = 0.075.

Analyza vazké podvrstvy mezni vrstvy (viz [12]) ukazuje, Ze optimaln{ hodnota pro modelovou kon-
stantu o je 1/2. V takovém pripadé je mozné integrovat rovnice modelu turbulence s piijatelnym
vysledkem az ke sténé bez pouziti tlumicich funkci. Dosazenim hodnot 8* = 0.09, 8 = 0.075, 0 = 0.5
a £ = 0.41 do vztahu (3.36) dostaneme hodnotu modelové konstanty o = 0.553.

Zbylé dvé konstanty (0* a o4) maji ve vnitini ¢dsti meznf vrstvy maly vliv a jejich hodnoty se proto
odvozuji z rozboru chovani proudéni v blizkosti vnéjsi hranice mezni vrstvy. Transportni rovnice
modelu turbulence spole¢né se stfedovanymi hybnostnimi rovnicemi se redukuji (viz napt. [16]) na

on _ of ou
Cay Oy tay
v Ok _ 0*2 V%
“oy T oyl oy
ow 0 Oow vy Ok Ow
UC@ = O'ay|:Vtay:| O'dzaiyaiy, (338)

pifcemz predpoklédame, ze konvektivni rychlost ve je pro tento pifpad konstantni. Resenfm soustavy
rovnic (3.38) je

W) = w7 T
kchfo/(a—o*+o'd)
w(y) = w7 oD/ oo, (3.39)

o
—~
<
=

I
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kde indexem ch jsou oznaceny charakteristické hodnoty dané tulohy a funkce f je ddna vztahem

- Len =y
f(y)—maX( I ,0>. (3.40)

Pokud maji vztahy (3.39) tvofit alespon slabé feseni soustavy (3.38), musi spliiovat podminky, které
odvodil Kok (viz [13]). Tyto podmninky jsou formulovdny v podobé néasledujici soustavy nerovnic:

c—0c"4+aq > 0
o —oq > 0
o—0c"+0q4 < oo (3.41)

Déle se predpokladd, ze o* > 0.5 a o > 0. Na zdkladé podminek (3.41) byly Kokem zvoleny hodnoty
modelovych konstant o* =2/3 a 04 = 1/2.

3.2.2 Modely turbulence s algebraickymi rovnicemi pro slozky tenzoru
Reynoldsovych napéti
Modely turbulence prvniho fadu (zejména dvourovnicové modely) jsou pouzitelné pro pomérné znacny

rozsah technickych aplikaci. Existuje vsak nékolik podstatnych ptipadu proudéni, kde tyto modely
casteéné, nebo uplné selhavaji. Mezi nejdulezitéjsi pripady patii:

e Proudéni s ndhlou zménou v rychlosti deformace.
e Obtékdn{ (hodné) zakiivenych ploch.

e Proudéni v kandlech se sekundarnim proudénim.
e Proudéni rotujicich tekutin.

e Prostorové proudéni.

e Proudéni s odtrzenim mezni vrstvy.

V téchto piipadech jiz nevystacime s linedrnimi modely turbulence, které jsou zalozeny na Boussi-
nesqové hypotéze. Nedostatecny fyzikalni popis turbulence pomoci linedrnich modelu Ize odstranit
pouzitim modelu druhého Fddu. Ty se oviem sklddaji z Sesti nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich
rovnic pro jednotlivé slozky tenzoru Reynoldsovych napéti (ktery je symetricky) a dale z dalsi trans-
portni rovnice pro veli¢inu, kters charakterizuje turbulentni délkové méfftko®.

Resen{ dalsich sedmi parcidlnich diferencidlnich rovnic klade zvysené naroky na vypoceni vykon a
déle se ukazuje, Ze numerické feseni téchto rovnic je velmi obtizné. Zanedbani konvekce a difuze v
téchto rovnicich a nésledné aproximace vedou na soustavu nelinedrnich algebraickych rovnic (viz [15]),
kterou lze zapsat symbolicky ve tvaru

fig(an, S, Q) =0, (3.42)

kde ay; jsou slozky symetrického tenzoru anizotropie Reynoldsovych napéti, ktery je definovan vzta-
hem

— S5 (3.43)

Soustava rovnic (3.42) zavisi na bezrozmérném stfedovaném tenzoru rychlosti deformace

— T(Our Ou 2_ Oun
Sti=mSp===—+=——0p=— 3.44
kLT TR <8xl + dxn 3 "oz, )’ (3-44)
resp. na bezrozmérném stifedovaném tenzoru rotace
— T (Our Ou
QG = ===—-—, 3.45
kit TRkl 2 < 63:1 8xk ) ( )

5Nejcastéji rychlost disipace e, ale existuji i formulace pro specifickou rychlost disipace w.
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kde 7 je turbulentni ¢asové méritko, které odpovida prevracené hodnoté specifické rychlosti disipace
w. Soustava rovnic (3.42) neobsahuje difuzi ani tlumici ¢leny, a proto je numericky velmi nestabilni.
Diky tomu nepiindsi prakticky zddné vyhody oproti modelum, které jsou zalozeny na diferencidlni
rovnici pro slozky tenzoru Reynoldsovych napéti. Proto byly v poslednich letech navrzeny modely,
které vyjadiuji slozky tenzoru Reynoldsovych napéti pomoci explicitnich nelinedrnich vztahu. V nasem
piipadé popiseme EARSM model, ktery vyvinuli Wallin a Johansson (viz [15]).

Explicitni vztah pro tenzor anizotropie byl navrzen pomoci teorie linedrni algebry tak, Zze symetricky
tenzor druhého fadu méa byt vyjadien pomoci dvou tenzoru druhého Fédu - symetrického (3.44) a an-
tisymetrického (3.45). Nejobecnéjsi tvar tohoto vyjadieni obsahuje deset nezdvislych skupin, pricemsz
v8echny kombinace vyssich fddu lze redukovat pomoci Cayleyho-Hamiltonova teorému (viz [15]). Pro
prostorové proudéni lze pocet nezavislych skupin redukovat na pét skupin a vysledny vyraz mé tvar

aij = PuS
+ 53( Sy — ;IIQ(sij>
+ Ba (575 %, — 25).Sk;)
+ oS00, + L0, - 5175
+ 59(ka52197m9inj - erZlS;mQ:mj)‘ (3.46)

Koeficienty 81 az B9 jsou obecné funkcemi péti nezavislych invariantu kombinaci S* a *

g = PO (3.47)
IIs = S5S, (3.48)
s = S5S[,Smks (3.49)
v = S99 ., (3.50)

Vo= SESim (3.51)

a dale zavisi na parametru NN, ktery odpovida poméru produkce a rychlosti disipace turbulentni kinet-
ické energie. Jeho vyjadfeni vychdzi z kombinace obecné rovnice pro tenzor anizotropie (3.46) a feSeni
zjednodusené soustavy nelinedrnich algebraickych rovnic (3.42), viz [15], nebo [11]. Pro prostorové
proudéni dostaneme rovnici Sestého stupné pro N

27 5 189 81

5 81
NS—C|N°— (10115+2HQ) N4+§C{HQN3+ <H?2+QOUSHQ—5 V) NQ—C’{H?)N—EIVQ =0,
(3.52)

jejiz feseni nelze nalézt v uzavieném tvaru, a proto se urcuje iteracné. Pro rovinné proudéni se tato
rovnice zjednodus{ na kubickou rovnici (viz [15])

27
N3 —C|N? — (10115 + QUQ) N, +2C)IIg =0, (3.53)

kterd ma feSeni

Gt (Pt V) tsign(P— VB |(PL— V| pro Py >0
[
3

N, = ) 1 L P (3.54)
+ 2(P1 — Pg) COS | 5 arccos \/ﬁ pro P>, <0
kde P; a P; jsou dany vztahy
cR o9 2 . , [(CP® 9 2 8
P = (27 + Q—OHS — gIIQ C1, resp. P = P — o + 1—01'[5 + gIIQ . (3.55)

Resent (3.54) lze pouzit jako pocatecni pfiblizeni v iteraénfm procesu pro rovnici (3.52), pifpadné lze
zvolit piimo N & N, coz je dostatecnd aproximace pro vétsinu aplikaci, viz [15]. Leps{ aproximaci
Ize dostat pomoci perturbace invariantiu IV a V v okoli dvourozmérného feSeni, coz vede na vztah

162[IV? + (V — 0.511 s 11q)NZ]

N~ N, + 5 -
20N4(N. — 0.5C1) — ITq(10N3 + 15C1 N2) + 10C1 ITg,

(3.56)
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Pomoc{ invariantu (3.47) az (3.51) a parametu N muzeme vyjadfit koeficienty f;:

N(2N? - 7IIg)
Q

kde jmenovatel () m& tvar

12NNV
Q

2(N? — 21Tq)

6N 6
Q A ﬁQ = A

e Q' *7q

) [33: ) 54:7 ) 56:7 (357)

Q- g(zv2 — 2010)(2N? - II). (3.58)

Pro uplnost jesté zbyva definovat turbulentni ¢asové méritko 7,

(L [E
T = Imax (ﬁ*w’ CT ﬁ*pk‘uj) . (359)

Konstanty EARSM modelu jsou C; = 1.8 a C, = 6, viz [15]. Z uvedeného modelu je ziejmé, ze
se jedna pouze o konstitutivni vztahy. Ty je potfeba doplnit o transportni rovnice pro turbulentni
kinetickou energii k a specifickou rychlost disipace w. VySe popsany model 1ze doplnit rovnicemi TNT
k — w modelu, tzn. rovnicemi (3.28) a (3.29), piipadné rovnicemi ptuvodniho Wilcoxova modelu, viz
[15].

Déle je vhodné preformulovat konstitutivni vztahy pro tenzor anizotropie do podoby rovnice pro
tenzor Reynoldsovych napéti, tedy

I — 2
—pufuf =7 = 201,855 — 30uPk — pkals”, (3.60)

ij

kde al(;w) jsou slozky tenzoru ptridavné anizotropie, ktery definujeme jako

az(;r) _ /53< ;*kQ,’;j — ;I]Qaij)
+ Ba( S5y — UrSk;)
4 /36< 500+ QL0 ST — HaS] — gfvaij>
+ Bo (U Skt Uy — Uik 1Sim ) (3.61)

a turbulentni vazkost y; je ddna vztahem

1
e = Cupkt = 75(51 + I oB6)pkT. (3.62)
Pro rovinné proudéni existuji pouze dva nenulové koeficieny, 51 a B4, které jsou definovény jako

B(ZD)_ 6 N, @epy 6 1

S - 3.63
! 5N2 -2l ™ 5N2—2[q’ (3:63)

takze se vztahy pro pridavnou anizotropii (3.61), resp. turbulentn{ vazkost (3.62) vyrazné zjednodus.
Pridavna anizotropie pro rovninné proudéni méa tvar

ex 2D * )k * Qk
a(“ = i )( ikaj _QikSkj)' (3.64)

)

Turbulentni vazkost pro rovninné proudéni je dana vztahem
1
e = Cpkr = —iﬁsz)ka. (3.65)

Rekalibrace modelovych konstant TNT modelu pro EARSM

Hellsten ve své praci ukazuje (viz [16]), Zze ne kazdy dvourovnicovy model lze pouzit ve spojeni s
konstitutivnimi vztahy EARSM modelu. Spojeni EARSM vztahti s TNT k£ — w modelem produkuje
nefyzikdlné ostré prubéhy rychlostnich profila na hranici mezni vrstvy, viz [16], nebo obrézek 7.5. To je
zpusobeno tim, ze difuzni konstanty o* a o4 byly odvozeny za predpokladu linearniho vztahu mezi ten-
zorem Reynoldsovych napéti a tenzorem rychlosti deformace, tzn. za Boussinesqovy hypotézy. Ta déle
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pfedpokldda, ze koeficient turbulentni vazkosti C), je konstantni. Nagtésti je vliv ¢lenti vyssiho fadu v
blizkosti vnéjsi hranice mezni vrstvy zanedbatelny (viz [16]) a jediny podstatny rozdil proti linedrnim
modelum je fakt, Ze koeficient C), je v piipadé nelinearnich konstitutivnich modeld proménny.

V nésledujici analyze piedpoklddame, Ze koeficient C), 1ze vyjadiit v mocninném tvaru podobné jako
veli¢iny @, k a w, tzn. Teseni soustavy (3.38). Protoze plati, ze v, ~ f (viz [13]) a v, = C,,k/w, muzeme
piedpoklddat, ze pokud koeficient C), je tmérny f™ potom pomér k/w je imérny f!=™. Za vyse
uvedenych predpokladi se Feseni soustavy rovnic (3.38) modifikuje na

a(y) _ ucth*a(lfm)/(afJ*Jrad)

kep fomm/ (0= +00)
wly) = won T O o ), (3.66)

.

—

<

=
|

Je ziejmé, ze modifikované vztahy (3.66) budou slabym Fesenim soustavy (3.38) pokud m < 1. Navic
pro m < 0 bude koeficient C), se zmenSujici se vzdalenosti k vné&jsi hranici mezni vrstvy rostouci a
feseni v okoli hranice bude hladsi. Pro ptidad m > 0 bude situace opa¢na. Se zmensujici se vzdalenost{
k vnéjsi hranici mezni vrstvy je koeficient C), klesajici a feSeni bude mit nefyzikalné ostré prubéhy.
Pro EARSM model plati, ze koeficient C,, pfibliZzné odpovidé pievridcené hodnoté parametru S =
./QS;‘jS’;‘j, viz [16]. Z toho vyplyvd, Ze situace, kde S roste se zmensujici se vzddlenosti k vnéjsi
hranici mezni vrstvy je neptizniva. Parametr S pro tento pfipad je dan vztahem

_ LU et eem) (" —saym—o/(s—0" +ou). (3.67)
w Oy
Vzhledem k pfedchozim poznatkum je ziejmé, Ze pozadujeme, aby parametr S byl konstantni nebo
klesajici se zmensujici se vzdalenosti k vnéjsi hranici mezni vrstvy. To lze zajistit pozadavkem na
nezdpornost exponentu ve vztahu (3.67), ktery vede na podminku

m
> M’ (3.68)
o+ m(l—o)
kde m je neznamy parametr. Piipady, kde m > 0 muzeme vyloucit, protoze kladné hodnoty tohoto
parametru odpovidaji klesajicim hodnotdm koeficientu C,. Pro m = 0 dostaneme podminku o* > 1.

ey

o > 1. (3.69)

Pro pripady, kde m < 0 plati, ze podminka (3.68) bude obsazena v (3.69) pokud o4 > 1 — 0. To bude
spliieno za predpokladu platnosti prvn{ podminky v (3.41) a pokud o* > 1. Z uvedeného tedy vyplyva,
7e postacujici je pozadovat splnéni podminky (3.69) a déle prvnich dvou podminek z (3.41), které
zustanou nezménény. Posledn{ podminka z (3.41) bude za predpokladu platnosti podminky (3.69) a
prvnich dvou podminek v (3.41) splnéna vzdy.

Pro difuzni konstanty v pfipadé nelinearniho modelovani konstitutivnich vztahu tedy plati modifiko-
vana soustava nerovnic:

c—0c"4+aq > 0
ot —oq > 0
o* > 1 (3.70)

Nasge strategie pti volbé novych hodnot modelovych konstant vychézi z myslenky, ze konstanty musi
spliiovat podminky (3.70) a dale by mély byt co nejblize puvodnim hodnotdm TNT modelu. Podle
posledni nerovnice v soustavé (3.70) tedy volime hodnotu o* = 1.01. Dosazenim této hodnoty do
prvni nerovnice v (3.70) dostaneme, ze konstanta o4 > 0.51. Dosazenim ¢* do druhé nerovnice v
(3.70) dostaneme, ze o4 < 1.01 a v kombinaci s pfedchozi nerovnosti o4 € (0.51,1.01). Jeji hodnotu
volime jako dolni mez, tzn. o4 = 0.52. Na zavér poznamenejme, ze nové zvolené modelové konstany
o* = 1.01 a o4 = 0.52 spliuji Hellstenovy podminky pro nelinedrni modelovéni (3.70) i puvodni
Kokovy podminky (3.41). Volba novych hodnot modelovych konstant byla publikovdna v [47] a [49].
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3.2.3 Aproximace turbulentniho tepelného toku

K uzavieni soustavy stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic je jesté nutné aproximovat turbu-
lentni tepelny tok ¢*. Ten je obvykle modelovdn pomoci predpokladu o piidavné turbulentni tepelné
vodivosti, ktery je ekvivalentem k Boussinesqové hypotéze (viz [11]). Jednotlivé slozky vektoru tur-
bulentniho tepelného toku jsou aproximovany vztahem

S 0 (p
Tt — gt — 1t 9 (P 3.71
P % vy—1Pr,0z; \p)’ (371)

kde Pr; je turbulentni Prandtlovo ¢islo®. Tento piistup se obvykle pouziva pro modely turbulence
prvniho i druhého fadu.

3.3 Simulace velkych virt

Jiz v ivodu této kapitoly bylo naznaceno, Ze pfimd numerickd simulace (DNS) je pro feSen{ proudéni v
redlnych okrajovych podminkach nepouzitelna z divodu piili§ velké ndroénosti na pamét a vypocéetni
vykon soucasnych pocitacu. Tyto naroky vyplyvaji z faktu, ze DNS piimo reprezentuje veskeré virové
struktury od nejvétsich, které odpovidaji geometrii dané ilohy az po nejmensi, ve kterych probiha
vazkd disipace. Simulace velkych vira (LES) je zalozena na myslence, ze vétsina energie je obsazena ve
velkych virech. Ty jsou tedy reprezentovany pifimo, zatimco mensi viry jsou odfiltrovany a nasledné
modelovany pomoci tzv. subgridnich modelti. Vzhledem k tomu, Ze se velka ¢ast vypocetniho vykonu
pro DNS spotifebuje pravé na pifimou reprezentaci malych virovych struktur, klade LES metoda
vyrazné mensi naroky na vypocetni techniku.

Piirozenou otazkou je, jak velké viry by mély byt reprezenotvany piimo. Na tuto otdzku ndm muze
odpovédét koncept tzv. energetické kaskddy [17] (viz obr. 3.1). Tato koncepce predpoklddd, ze turbu-
lentni kinetickd energie je generovana vnéjsimi silami v oblasti velkych virt, které jsou srovnatelné s
charakteristickym rozmérem dané ulohy. Tyto viry se vlivem nelinedrniho mechanismu konvektivnich
¢lenu protahuji, deforumuji a nésledné rozpadaji na mensi viry, pficemz se turbulentni energie trans-
portuje do stale mensich vira. Nakonec se energie obsazend v nejmensich virech pfeméni na teplo
vlivem vazké disipace.

E(k)“ @ _—> @3 — &

< »i< »i< > k
Oblast velkych virt Vnitfni podoblast Disipativni viry

Obrézek 3.1: Energetickd kaskdda (v logaritmickych soufadnicich).

6V nasich vypoétech uvazujeme Pr; = 0.9.
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V oblasti velkych viru dochédzi ke generovani turbulentni kinetické energie vlivem vnéjsich sil,
nebo nestability uvniti proudového pole. Mechanismy generovani turbulence mohou byt ruzné, a
proto tato oblast nemé& univerzalni charakter. Ve vnitini podoblasti dochazi k transportu turbulentni
kinetické energie z velkych vira do mensich. Velikost této oblasti zavisi na velikosti Reynoldsova ¢isla
a energetické spektrum v této ¢dsti je zndmé jako Kolmogoroviuv zdkon (viz [12], nebo [17])

E(k) = Cge*/3k=%/3, (3.72)

kde Ck je Kolmogorovova konstanta, kterda nabyva hodnoty od 1.4 do 1.7. Posledni ¢ast energetické
kaskady zahrnuje nejmensi viry, jejichz prostfednictvim je turbulentni kinetickd energie disipovana
na teplo. Tyto viry jsou prakticky izotropni a lze je modelovat pomoci Boussinesqovy hypotézy.
Zakladni myslenkou LES metody je tedy piimo reprezentovat turbulentni struktury z oblasti velkych
viri a modelovat malé viry, ve kterych probihd disipace energie. Hranice mezi piimou reprezentaci a
modelovanim lezi ve vnitini podoblasti a zavisi na vypocetni siti.

Separace velkych turbulentnich struktur, které jsou rozfeseny piimo, od malych, které je nutné mode-
lovat, se provadi pomoci tzv. filtrace soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic. Okamzité hodnoty
nezndmych veli¢in se podobné jako v piipadé ¢asového stiedovéni rozlozi na piefiltrovanou ¢ést @ a
zbytek reprezentujici mald meéritka @', tedy

D=3+ (3.73)

Poznamka 3.3.1. Dekompozice (3.73) je zde oznacena stejné jako v pripadé Reynoldsova stiedovdni.
Nyni jde ovsem o prostorové filtrovini, nikoliv o ¢asové stiedovdni a stejné znaceni zde zachovdvdme
z duvodu formdlnd podobnosti zdkladnich rovnic.

Prefiltrovand hodnota ® je definovana jako
(2, t) = / G(F,A)®(Z — 7, t)dr = G = (&, 1), (3.74)
D

hvézdicka * znaci operdtor konvoluce a D je dand oblast. Funkce G (7, A) se nazyvé jadrem konvoluce
(neboli filtru) a plati pro ni podminka

/ G, A)dr = 1. (3.75)
D
Jestlize pro velkd méfitka plati vztah (3.74), pak pro odfiltrovand mald méritka muzeme psat

O(7,t) = (1 — G(F, A)) * B(Z, 1). (3.76)

Parametr A je §itka filtru, ktera urcuje velikost oblasti malych méritek, které je nutné modelovat.
Mezi nejcastéji pouzivané filtry patii tzv. Box filtr, ktery je definovan jako

1/A3 pro |[f] < A/2

G(F, A) :{ 0 oelfs A (3.77)

Pozndmka 3.3.2. Box filtr se casto pouZiva pro numerické teSeni metodou konecngch objemi,
pricemz Sirka filtru A odpovidd velikosti buriky vypocetni sité.

Dalsi standardné pouzivané filtry jsou Gaussuv filtr
3} 6\ 672
G(r,A) = <W> exp <— |Al ) (3.78)

G.a) =11 sin(ri/4) (3.79)

a spektralni filtr

které se pouzivaji pro numerické feseni spektralnimi metodami, které jsou zalozeny na rychlé Fourierové
transformaci (podrobnéji napf. v [21], [22], nebo [23]).

Na rozdil od Reynoldsova stiedovéni zde neplati, ze ® = ®, nebot

P=G+GxP=G*+DAG+Dd=0 (3.80)
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a déle neplati, ze ® = 0, protoze
P =G*(1-G)*xd#£0. (3.81)
Podobné jako v piipadé stfedovani Navierovych-Stokesovych rovnic pro stlacitelné proudéni se pro

simulaci velkych viru zavadi filtrovani, které je vazené hustotou, tedy tzv. Favrovo filtrovani. To
muzeme pro obecnou veli¢inu ® definovat jako

~ D
3= (3.82)
P
a okamzité hodnoty nezndmgych velic¢in 1ze rozlozit jako
D=0+, (3.83)

kde ®" znaé¢i odfiltrovand mald méfitka turbulence.

Poznamka 3.3.3. Dekompozice (3.83) je zde oznacena stejné jako v pripadé Favrova stiedovdni.
Nyni jde ovsem o prostorové filtrovani, nikoliv o ¢asové stredovdni a stejné znaceni zde zachovdvdme
z duvodu formdlni podobnosti zdkladnich rovnic.

Pokud pouzijeme dekomporzici (3.73) pro okamzité hodnoty hustoty p a tlaku p a dekompozici
(3.83) pro okamzité hodnoty slozek vektoru rychlosti u; a pro okamzitou celkovou energii E, dostaneme
dosazenim do soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic” a naslednym filtrovanim soustavu filtrovanych
Navierovych-Stokesovych rovnic:

dp  O(puy)
- = .84
5t om O (3.84)

o(pui) | O(puiu;) ~dp _ 07y 0 A Oz _ =
5 T oz, + on, = 7z, +87j (puiu; — pu;u;) +8—Ij(7” Tij) (3.85)
OpE) 9 [_~ 1 oFw) 8
— | (pE | =— 47 3.86
8t + (993]' |:(p +p)uJ:| 6xj an + ’ ( )
kde ¢len Z je dan predpisem
0 [—= _~ = S .~ .
— 50 | (s E = Py ) + (WP — ;p) — (75w — 7o) + (4; — @) | (3.87)
J

prefiltrované slozky tenzoru vazkych napéti jsou definovany jako

R _ — 1/0u; Ou; 2. Ouy _ D 1
i = 2S5 , == + =2 - 86— ), = ref| = | .
Tij = 27 Sii 2 (6xj or; 377 69%) = Bref (p) (3.88)

slozky tepelného toku jako

)
5
E
Il

q; = —

T

v—1

a tlak pomoci filtrované stavové rovnice (2.5), tzn.

~ 1 1,
p=(y—1)|pE — iﬁujuj — ip(uiui — uzuz)] (3.90)

"Rovnice (2.1), (2.2) a (2.3).
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3.4 Uzavreni soustavy filtrovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic

Podobné, jako tomu bylo v pfipadé soustavy stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic, je i sou-
stava filtrovanych Navierovych-Stokesovych rovnic formalné shodné s puvodni soustavou rovnic az na
nové ¢leny, které vznikly aplikaci operace filtrovani. Tyto nové ¢leny je nutné aproximovat. Druhy ¢len
na pravé strané v hybnostni rovnici (3.85), tedy —(pu;u; —pu;u;) vyjadiuje vliv turbulentniho pfenosu
hybnosti malych méfitek, které je nutné modelovat a nazyva se subgridni tenzor Reynoldosvych napéti.
Jeho slozky oznacime TSGS . Vzhledem k tomu, ze mald turbulentni métitka jsou téméf izotropni, se
subgridni tenzor Reynoldsovych napéti modeluje pomoci Boussinesqovy hypotézy
SGS _ _ (s

. = 20 _
Tij (Puiu; — puty) = 2uscsSij — g%ﬂksc& (3.91)

kde psas je subgridni vazkost a ksgs je subgridni kineticka energie. Existuji dva zakladni postupy,
jak modelovat ¢leny ve vztahu (3.91):

e Algebraické modely - Subgridni vazkost zdvisi na velikosti rychlosti deformace, §itce filtru a
konstanté, kterd se méni v zavislosti na feSeném pripadu proudéni. Subgridni kinetickd energie
se zanedbavda. Tento model se nazyva Smagorinského model. Jeho nejvétsi vyhodou je jeho
jednoduchost. Nejvétsi nevyhodou je fakt, Ze musime pro ruzné piipady proudéni zadavat tzv.
Smagorinského konstantu. Tento problém odstranuje dynamicky Smagorinského model, kde je
tato konstanta pocitdana v pribéhu vlastniho vypoctu (podrobnéji viz [17], nebo [19]).

e Jednorovnicové modely - Subgridni vazkost v téchto modelech 1ze vyjadfit ve tvaru soucinu
rychlostniho a délkového méritka. Rychlostni méfitko zde predstavuje subgridni kineticka energie
ksas, pro kterou je feSena transportni rovnice. Délkové méfitko pak zdvisi na §itce filtru A.
Podrobéji o téchto modelech viz [24].

Posledni ¢len v rovnici (3.85) vznikl diky nelinearité vztahu pro turbulentni vazkost (2.8). Jeho vliv
je velmi maly (viz [18]), a proto ho lze zanedbat.

Také v zdkonu zachovani energie vzniknou po filtrovani nové ¢leny, se kterymi se musime vyporadat.
Vsechny tyto ¢leny jsou obsazeny v pomocném vztahu (3.87). Posledni ¢len v tomto vztahu opét vznikl
diky nelinearité turbulentni vazkosti a muzeme ho zanedbat. Predposledni ¢len odpovida subgridni
vazké difuzi a je o fad mensi nez zbylé dva ¢leny (viz [18]), takze je mozné ho také zanedbat. Prvni
dva ¢leny ve vztahu (3.87) lze prepsat do tvaru

(pu; B — 5, E) + (w;p — ;p) = ¢;%° + 1, (3.92)

kde q]SGS jsou slozky vektoru subgridniho tepelného toku, které jsou definovany jako

quGS = cpp(u;T — u;T) (3.93)
a Z; odpovidé subgridni turbulentni difuzi, kterd je ddna vztahem
1, U
I, = i(pujuiu,» - pujuiui). (3.94)

Subgridni tepelny tok lze aproximovat za pomoci analogie k Boussinesqové hypotéze (viz [20]) podobné
jako v ptipadé stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic v kapitole 3.2.3, tzn.

5Gs (T~ v wsgs O (P
qj Cpp(uj U‘J ) v — 1 P?“t 8.rj <p> ( )
Subgridni turbulentni difuzi Z; 1ze podle [20] aproximovat jako
1, SO ~
1= 5(?%'%% — puju;) ~ — ;i (3.96)

Posledn{ nové vznikly ¢len se objevuje ve filtrované stavové rovnici (3.90). Ten odpovidd subgridni

kinetické energii ksgg, tedy
WU — WiU; T
ksas = — 12 = Z;ﬁ : (3.97)
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3.4.1 X-LES model

I kdyz je simulace velkych vira v porovnédni s pifimou numerickou simulaci méné naro¢na na vypocetni
techniku, nelze ji v souc¢asnosti pouzit pro vypocty s vysokym Reynoldsovym c¢islem, specidlné pokud
se v dané tloze vyskytuji okrajové podminky, které modeluji pevnou sténu. Proto se v neddvné
dobé objevily hybridni metody, které kombinuji simulaci velkych virt se soustavou stfedovanych
Navierovych-Stokesovych rovnic. Tato kombinace umoznuje prepinani mezi LES modelem v mistech,
kde je vypocetni sif dostateéné jemn4 pro pifmou reprezentaci velkych turbulentnich struktur a RANS
modelem v mistech, kde to sif neumoziiuje, tzn. zejména v blizkosti obtékanych stén.

V nasem piipadé popiseme model X-LES, ktery kombinuje dvourovnicovy TNT k—w model z kapitoly
3.2.1 v RANS rezimu a jednorovnicovy model pro subgridni kinetickou energii v LES rezimu. Tento
model byl vyvinuty Kokem, viz [25]. Vychoz rovnice zahrnuji soustavu stiedovanych Navierovych-
Stokesovych rovnic v RANS rezimu, resp. soustavu filtrovanych Navierovych-Stokesovych rovnic v
LES rezimu:

dp  O(pu;) _
ot " ox, (3.98)
o(pu;)  O(pusu;) =~ Op 9 -
o | ow, 0w  da (i +735), (3.99)
0GE) 0[5y oi| = 2 [(m s rtVal - 2 g ot
ot + oz, [(PE +p)uj} = o, [(m +Tij)ul oz, (@ +4q ), (3.100)

kde neznamé veli¢iny jsou stfedované v RANS rezimu, resp. filtrované v LES rezimu.

Poznamka 3.4.1. Ve vychozich rovnicich (3.98) az (3.100) jsou jiZ provedeny vSechny aprozimace a
zjednodusent, které jsou popsany v kapitolach 3.1 a 3.2, resp. 3.4.

Tenzor Reynoldsovych napéti je aproximovan na zékladé Boussinesqovy hypotézy, tedy

ST 2pt§ij: %&-jﬁk v RANS rezimu (3.101)
K ZMSGSSU — %&jﬁksgs v LES rezimu
a vektor turbulentniho tepelného toku je definovéan jako
g O (P "
- fﬁl’g—nﬁ(%z v RANS rezimu (3.102)
! — - tses 9 (B) vy LES rezimu.
y—1 Pry Ox; \p

Vztahy (3.101) a (3.102) lze pieformulovat zavedenim turbulentni vazkosti pro X-LES model, kterou
oznacime pr a definujeme ji vztahem

ur = pLVE, (3.103)
kde L; je turbulentni délkové méritko, které je v X-LES modelu kombinaci RANS délkového méiitka
a subgridniho délkového méritka. Toto méritko definujeme piedpisem

Li = min(VE/w, C1 A), (3.104)

kde C; = 0.05 je konstanta modelu a A = max(Az, Ay, Az) je sitka filtru. Kinetickd energie k ve
vztahu (3.103) je turbulentni kinetickd energie v RANS rezimu, resp. subgridni kinetickd energie v
LES rezimu. Tenzor Reynoldsovych napéti je poté vyjadren jako

— 2
7y = 2 Si; — 30i;pk (3.105)
a turbulentni tepelny tok jako
T Y pr O (D
= = ]. 3.106
9 v —1 Pr, Oz; <p> ( )

X-LES model je uzavien pomoci dvourovnicového TNT k — w modelu v RANS rezimu® a jednorovni-
cového modelu pro subgridni kinetickou energii v LES rezimu. Transportni rovnice pro subgridni
kinetickou energii ma tvar

oK) , OpkT;) __r O

_ o |, . ok
5 9, i o, pe + 92, [(u +o /JT)aa:Jl , (3.107)

8Viz kapitola 3.2.1.
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kde rychlost disipace € je ddna vztahem

k3/2
= B* ) 3.108
=8 (3.108)
Zbylé konstitutivni vztahy jsou nasledujici:

3

_ - - 1/0u; Oou; 2. Ouy _ p\*
i =28,  Sij=< L 6 |, =flref| = | 3.109
Tii His ) <8xj + or; 37 axk> B firet (p> ( )

_ v om0 (p
o w9 (P 3.110
9 v —1Prox; (p)’ ( )
~ 1

p= (0= 1)|pE - 5751, ~ k| (3.111)

kde neznamé veli¢iny v téchto vztazich pfredstavuji prumérované veliciny v RANS rezimu, resp.
prefiltrované veli¢iny v LES rezimu.

3.5 Pocatecni a okrajové podminky pro turbulentni veliciny

Pro pouziti modelu turbulence v konkrétnich tlohéch je nutné specifikovat pocatecni stav a okrajové
podminky pro turbulentni veli¢iny. V této préci pouzivame dvourovnicovy TNT &k —w model, EARSM
model a hybridni X-LES model. Ve v8ech vySe zminénych modelech se vyskytuji dvé turbulentni
veli¢iny - turbulentni kinetickd energe k a specifickd rychlost disipace w.

3.5.1 Pocate¢ni podminky pro turbulentni veliciny

Pocatecéni stav turbulentnich veli¢in lze piedepsat néasledujicim zpusobem:
E(Z,0) = kpp(Z),  w(,0) = wpy(F), (3.112)

kde kp,(Z) a wp,(F) jsou dané pocdteéni hodnoty turbulentnich veli¢in.

3.5.2 Okrajové podminky pro turbulentni veliciny

V této kapitole uvedeme zdkladni okrajové podminky, tzn. vstupni a vystupni okrajové podminky a
déle okrajové podminky pro modelovani pevné stény.

Vstupni okrajové podminky

Na vstupu do vypocetni oblasti se pfedepisuji Dirichletovy okrajové podminky, tzn. ko, = konst.
a We = konst. Hodnota turbulentni kinetické energie k., se obvykle urcuje ze zadané intenzity
turbulence Tu pomoci vztahu

3 =
koo = 5Tu“'\uooﬁ. (3.113)

Hodnotu specifické rychlosti disipace wo, 1ze uréit napf. ze zadaného poméru turbulentni a molekularn{
vakzosti
(11¢) 0

(7)oo

= konst. = wee. (3.114)

Vystupni okrajové podminky

Na vystupu z vypocetni oblasti se pro turbulentni kinetickou energii a specifickou rychlost disipace
predepisuji Neumannovy okrajové podminky

ok
= =0 (3.115)
oy, (3.116)

o
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Okrajové podminky pro pevnou sténu

V této praci budeme uvazovat pouze adiabatickou sténu pro kterou plati, ze turbulentni kineticka
energie na sténé je nulovd, tedy k, = 0. Okrajovou podminku pro specifickou rychlost disipace lze
ziskat FeSenim transportni rovnice (3.29), kterd se v blizkosti stény zjednodusi na (viz [11])

0w

_ — 2
M@Tﬂ — Bpw* = 0. (3.117)
Resenfm rovnice (3.117) je
6u

w=—", 3.118
pBy* (3.118)

pricemz okrajova podminka na sténé, kterd z tohoto feSeni vychazi, ma tvar

61

Wy = b= 5 3.119
PB(Ay1/2)? (3.119)

kde Ay; /o je vzdalenost stredu prvni buiky vypocetni sité od stény a C, je konstanta, kterou v
piipadé dvourovnicového k& — w modelu volime podle Mentra jako C, = 10. V piipadé EARSM
modelu ji volime podle Hellstena jako C,, = 1.5, viz [16].

Kromé vyse popsaného postupu lze okrajovou podminku pro specifickou rychlost disipace volit v
zdvislosti na drsnosti stény, viz [9], nebo [12].



Kapitola 4

Numerické metody pro reseni
proudéni stlacitelné tekutiny

Matematické modely, které popisuji proudéni stlacitelnych tekutin, jsou tvofeny soustavou nelinearnich
parcidlnich diferencidlnich rovnic'. Soucasny matematicky aparat ndm takové rovnice neumoziije fesit
v uzavieném tvaru, a proto se jejich feSeni provadi vyhradné numericky. V soucasnosti se pouzivaji
tfi zdkladni numerické metody diskretizace vychozich rovnic:

e Metoda kone¢nych diferenci (FDM). Nejstarsi metodou je metoda kone¢nych diferenci,
kterd je také zndm4 jako metoda siti. Vypoéetni oblast je rozdélena pomoci sifovych éar, v jejichz
priseéicich se nachézi uzly sité. V téchto uzlech jsou feseny diskretizované vychozi rovnice?.
Diskretizace se provadi pomoci ndhrady derivaci diferencemi. Podrobnéji o této metodeé viz [1],
[3], [8], nebo [29].

e Metoda koneénych objemu (FVM). Nejpouzivanéjsi metoda pro numerické fesen{ zédkladnich
rovnic mechaniky tekutin je metoda konecnych objemu. Tato metoda diskretizuje vychozi rovnice
v integralnim tvaru, ktery je pro fesenf pfirozendjsi, nebot umoziuje vznik a §ffenf nespojitosti®.
Vypocentni oblast je v této metodé rozdélena na jednotlivé burky, které mohou mit ruzny tvar

(v pfipadé rovinné ilohy) téchto bunék. Déle se budeme zabyvat pouze touto metodou.

e Metoda koneénych prvka (FEM). Pro tplnost jesté uvedeme nejmladsi metodu, kterou je
metoda koneénych prvku. V mechanice tekutin se pouziva zejména jeji specialni varianta, kterd
se nazyva nespojitd Galerkinova metoda. Tuto metodu lze chapat jako zobecnéni vyse zminéné
metody kone¢nych objemu. Podrobny popis této metody lze nalézt v [10].

4.1 Metoda konecnych objemt pro soustavu Eulerovych rovnic

Vychozi soustavu rovnic lze zapsat ve vektorovem tvaru

oW OR(W)  0F(W) | 0Fs(W)

ot ox dy 0z

=0, (4.1)

kde vektor nezndmych konzervativnich proménnych W = (p, pu, pv, pw, pE)T a F;, i = 1,2,3, jsou
nevazké toky, které jsou definovany jako

pu pv pw
pu2 +p puv puw
(W)= puv , B(W)= pv? +p , (W)= prw . (4.2)
puw pow pu}2 +p
(PE +p)u (PE +p)v (PE + p)w

LA déle konstitutivnimi vztahy, které jsou Gasto rovnéz nelinesrni.
2Soustava Navierovych-Stokesovych rovnic, nebo soustava Eulerovych rovnic.
3Napf. rdzovych vin.

41
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Soustava rovnic (4.1) je uzaviena stavovou rovnici idedlnfho plynu
Lo o 2
p=(-1) pEfip(u + ot +w)|. (4.3)

Nyni rozdélime vypoéetni oblast D na jednotlivé buitky D;* pficemz plati, ze buiiky jsou navzdjem
disjunktni a sjednoceni pokryva celou vypocetni oblast, tzn. UD; = D. Integrujme nyni soustavu
rovnic (4.1) pfes obecnou bunku sité D;

[, (2 ], [0 500 50

Pokud u prvniho intergrélu v rovnici (4.4) zaménime poradf derivace a integrovén{ a na druhy intergral
aplikujeme Gaussovu-Ostrogradského vétu, dostaneme

4 // Wdzdydz + # [F1(W)ng 4+ Fo(W)n, + F3(W)n.|dS =0, (4.5)
dt JJJ p, oD;

|D;| = ///Di dxdydz (4.6)

Py
R puq + prg
FW, i) = Fy(W)ng + Fa(W)ny + Fs(W)n., = | pvg+pny |, (4.7)
pwq + pn
(PE +p)q
kde ¢ = ung + vny + wn, je normélova rychlost. Na prvni intergdl v rovnici (4.5) aplikujeme vétu o
stfedni hodnoté a po dpravé s pouzitim vztahu (4.6) a (4.7) dostaneme
dW;(¢) 1 ~

—_ B(W, )ds. 48
dt |Di| JTop, ( ) (4.8)

oy

a déle

Pokud v rovnici (4.8) nahradime plodny integral pfes uzavienou plochu sumaci pies vSechny stény
buiiky D;, dostaneme obecny semidiskrétni tvar metody konecnych objemu pro soustavu Eulerovych
rovnic

6
MWt _ LS~ B wi)As;, (1.9)
k=1

dt D

kde ASj je obsah piislusnych stén, které tvori hranici bunky D;. Z uvedeného postupu je ziejmé, ze
neznamé konzervativni promnénné W;(¢) chdpeme jako stfedni hodnoty v jednotlivych buikach D;.

4.1.1 Schéma HLLC

Ve vztahu (4.9) se objevuje ¢len F (W, 1), ktery predstavuje nevazky tok k-tou sténou hranice burky
D,. Pro jeho vypocet existuje celd fada numerickych schémat. V nasem pfipadé pouzijeme schéma
HLLC, které bylo vyvinuto na zékladé zjednoduseného feseni Riemannova problému® pro soustavu
Eulerovych rovnic. Podrobné odvozeni schématu HLLC lze nalézt v [30].

Nevazky tok sténou, kterd predstavuje rozhrani mezi dvémi sousedicimi burikami, zavisi na stavu
konzervativnich veli¢in vlevo (index L), resp. vpravo (index R) od tohoto rozhrani. Nevazky tok je
pomoci schématu HLLC aproximovan jako

F(Wg) proSp >0
=~ . ~ o FW; ro Sp, <0< S
F(Wg) pro Sg <0,

4V nasem piipadé budeme pracovat pouze se strukturovanou siti slozenou z hexahedralnich bunék.
5Podrobnéji o Riemannové problému viz [27], nebo [28].
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kde
PLAL PRYR
PLULYL + PLNy PRURGR + PRy
F(Wp)=| prvrqr +prny |, F(Wg)= | prvrqr + prny (4.11)
PLWLGL + PLN; PRWRAR + PRT:
(er +pr)ar (er + PR)4R
PLSM PRSM
(pu)1Sm + p™na (pu) R Snm +pny
FWp)=| (pv)LSu +p'ny |, F(Wg) = (pv)gSu +p*ny (4.12)
(pw) Sy +pin. ( ZU)RSM+p N,
e*L )SM 6}} )SM
pr ] i pr(SL —qr)
(pu)7, 1 (Se —aw)(pu)r + (P* = pr)na
Wr=1| (pv); | = [ (St —aqr)(pv)L + (p* — pL)ny (4.13)
(pw)7, EPMA (S = an)(pw)r + (0" = pr)n.
el | (St —qr)er —prqr +p*Su
PR | Pr(SR — qr)
(pu)R 1 (Sr —ar)(pu)r + (P* — PR)Na
Wr=| (p)r | = .G (Sk —ar)(pv)R + (P* — PR)NY (4.14)
(pw)y R7PMA(Sk —qr)(pw)r + (P* — pR)NS
€r (Sr —ar)er — PrAR + p*Sm
p* = prlqr — Sc)(ar — Sm) +pr = pr(ar — Sr)(qr — Sm) + pr, (4.15)
kde e = pE. Vlnovou rychlost Sy; vypoéteme podle Battena (viz [31])
Sgr — - St — -
Sy = PRAR(SR — qr) — prar(SL —qr) + PL — PR (4.16)
pr(Sk —qr) — pL(SL —qr)
a vlnové rychlosti Sp, a Sk jsou podle [30] definovény ndsledovné:
Sp = min [\ (Wg), A\ (WF9)] (4.17)
Sk = max Ay (Wg), A (WH)], (4.18)
kde A\ (W1) a Ay (Wgr) je nejmensi, resp. nejvétsi vlastni ¢islo jakobidnu 3?/8W, tedy
)\1(WL) = dqL —CL, (419)
Amn(WR) = qr+tcr (4.20)

a A (W) a A, (WT°¢) je nejmensi, resp. nejvétsi vlastni éfslo Roeho matice (viz [27]). Tato vlastni
¢isla jsou definovana jako

M (WHeey = G—¢, (4.21)
A (W 0€) g+, (4.22)
kde
q = Ung +vny +wn,, (4.23)
_up +ugrRk, _ v +uvRrR, _ wr +wgrR,
- - = 4.24
““"1+Rr, © """ 1+m, ° YT 1+R, (4.24)
c2:(7—1)[H—(u2+v2+w2)}, (4.25)
— Hp+ HgR
H= 4 4.26
1+R, (4.26)
a
PR
R, = /"%, (4.27)
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kde H = (e + p)/p je entalpie. Schéma HLLC je prvniho fddu pfesnosti. Je vhodné pro aproximaci
nevazkého toku v ptfipadé feseni soustavy FEulerovych rovnic, ale i pro piipad soustavy Navierovych-
Stokesovych rovnic, nebot dokéze spravné zachytit rdzové viny, kontaktni nespojitost i smykové viny
(viz [9], nebo [44]) a navic zachovdvd pozitivitu hustoty i tlaku v pfipadé kladnych poédteénich
podminek.

4.1.2 Eulerova metoda casové integrace

Diky aproximaci nevazkého toku pomoci schématu HLLC z piedchozi kapitoly (4.1.1) muZzeme pfepsat
semidiskrétni metodu koneénych objemu pro soustavu Eulerovych rovnic do tvaru

AW (t 0

7 FHELC (W, Wg, @) AS), = Rez(W);. (4.28)

k:

To je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic pro kazdou bunku vypocetni sité D;. Opét existuje
velké mnozstvi numerickych metod, pomoci kterych lze soustavu (4.28) vyfesit. Nejjednodussi z nich
je doprednd Eulerova metoda, pomoci které se ¢asova derivace aproximuje dopirednou diferenci

dwi(t)  wpit —wp
da At ’

(4.29)

kde At je velikost ¢asového kroku. Pomoci aproximace (4.29) dostaneme plné diskrétni expicitni
metodu koneénych objemu
Wt = W 4 AtRez(W)?. (4.30)

Tato metoda je prvniho fddu presnosti. Eulerova metoda je podminéné stabilni. To znamenad, ze ¢asovy
krok je omezeny tzv. podminkou stability

CFL
At < min Iu\+f \v|+c le_C (4.31)
+ lote

kde minimum je brano pies vSechny bunky sité. CF' L je Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho ¢islo, které
lze pro Eulerovu metodu volit v intervalu (0,1). Podminka (4.31) byla odvozena, resp. plati pouze
pro kartézskou sif. V nagem pifpadé budeme pouzivat obecnéjsi strukturované kiivocaré sité. Proto
musime podminku stability pro tyto typy siti upravit.

A
A

L

Obrézek 4.1: Obecna bunka vypocetni sité.

Zavedeme pomocné vektory &, 1) a n, které charakterizuji velikost bunky ve sméru souradnice x,
resp. y, resp. z, viz obrzek 4.1. Potom muzeme podminku stability (4.31) pfepsat do tvaru

+ 1

. CFL
At < min ( w §|+( uch n MHC) (4.32)
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kde - -
uézﬁ.i’ uw:ﬁ.i7 ul =i L (4.33)
€1l 1] il
a — —
Ag=lgll,  Ap=oll,  An=|7q]. (4.34)

4.2 Metoda koneénych objemu pro soustavu Navierovych-
-Stokesovych rovnic

Vychozi soustavu rovnic Ize opét zapsat ve vektorovem tvaru pro neznamé konzervativni proménné
W = (p, pu, pv, pw, pE)", tedy

oW  OR(W) | OF,(W) | OF(W) _ 0R\(W,VW) | 9Ry(W,VW)  ORy(W, VW)

ot Ox Oy 0z Ox Oy 0z  (4:39)

kde F;, i = 1,2, 3, jsou nevazké toky, které jsou definovdny pomoci vztahu (4.2) a R;, i = 1,2,3, jsou
vazké toky, které lze vyjadrit jako

0 0
Txx Txy
Riy(W, VW) = Tay . Re(W, VW) = Tyy :
Txz Tyz
UTpg + VTgy + WTez — Gy UTgy + VTyy + WTyz — Qy
0
Txz
R3 (VV, VW) - Tyz ) (436)

TZZ

UTy, + VUTyz +wr,, — qz

kde jednotlivé slozky tenzoru vazkych napéti jsou

_(1ou 200 20w (oo
Toz = M\ 39, 30y 30z)’ Toy = K Oy Ox)’
o (fov 200 20w (o e
v = 30y 30z 30z) = =M e T ar )
40w 20u 20v ov  Ow
zz — 2 9. a99. a9a. ) z = 9, Em 4.
" “<3az 30x 38y> v u(@z+8y> (4.37)
a slozky vektoru tepelného toku jsou
_ v rO(p _ v rI(p 0w o(p
e = f}/lPT@I(p)7 Ty = 'ylPray(p)’ == ”ylPr(’?Z(p)7 (4.38)

pricemz dynamickd vazkost p je ddna vztahem (2.9) a celou soustavu rovnic uzavird stavové rovnice
idedlniho plynu (4.3).

Stejnym postupem jako v kapitole 4.1 dostaneme semidiskrétni tvar metody koneénych objemu pro
soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic

AWi(t) 1 =~ ~
= i) — Fi (W, )| A 4.
dt D] ; [Ri (W, VW, i) — F},(W, )] ASy, (4.39)
kde R
R(W,VW,7i) = Ry (W, VW)ng + Ro(W, VW )n, + Rs(W, VIW)n.. (4.40)

Nevazky tok ﬁk(I/V, 1) 1ze aproximovat pomoci schématu HLLC z kapitoly 4.1.1. Ze vztahu (4.37) a
(4.38) je ziejmé, ze vazky tok R(W,VW,) zdvisi jak na feSeni W, tak i na prvni derivaci tohoto
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feSeni. Proto nejprve musime vhodnym zpusobem tyto derivace aproximovat. V nasem piipadé k
tomuto tcelu pouzijeme dudlni sit, resp. dudlni geometrii, viz obrézek 4.2.

Obrézek 4.2: Dudln{ bunka (¢ervend) vytvorend na rozhrani dvou primérnich bunék vypocetni sité.

Predpokladejme, ze chceme urcit parcidlni derivaci obecné proménné ¢ podle x na rozhrani Iy,
viz obrazek 4.2. Integrujme derivaci ® ptes dudlni buiiku, kterou oznaéime DPV. Pomoci Gaussovy-
Ostrogradského véty dostaneme

/// . g—idxdydz = ﬁg . dn,dS. (4.41)
Dl Dl
|DPV| = /// dxdydz. (4.42)
DDV

S pouzitim véty o stfedn{ hodnoté muzeme vztah (4.41) upravit do podoby

Ozna¢me objem dudlni bunky

0P
or

1
L IDPY| [appv

dnPVashv. (4.43)

Ve vztahu (4.43) déle nahradime plosny integral pies uzavienou plochu sumaci a dostaneme

0% 1 g
92l _ T [(nPV)(ASPY),], (4.44)
oz (,  |[DPY| ; [ ]
kde jednotlivé ®;, jsou dany jako

_ 1 5 L

o) = g(q)vl + Oz + Pr) Q5 = g(‘bvl T P2+ Pp)

| 5 _ 1

Dy = g(q’w + @3 + Pg) P = g(q)”?—"q)“?’—i_q)L)

— 1 5 _ L

(1)3 = §(¢v3+q)v4+q)R) (I)7 = §(¢U3+q>v4+q>L)

— 1 — 1
Py = 2(Po1 + Pug + Pp) By = 2(Por + Doy + 1), (4.45)
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Neznamé @1, ®,0, 3 a Dy, které jsou definovany ve vrcholech primérni bunky, ziskame jako
algebraické pruméry z hodnot, které jsou definovdny v primarnich buiikdch. Tyto prumeéry bereme
pres vSechny priméarni bunky, které se daného vrcholu dotykaji, tzn.

8 8 8 8
1 1 1 1
S0 D=2 P Rp=od By =) @ (446)
=1 m=1 n=1 o=1
Parcidlni derivace podle y a z dostaneme pomoci vztaht
8
oP 1 5 DV DV
5| = o7 > @k [(n)V)(ASPY )], (4.47)
I 1 k=1
resp.
0P DV
5|, IDDVI Z(I)k KASPYV)L]. (4.48)
1

Vypocet parcidlnich derivaci na ostatnich rozhranich je analogicky.

Hodnoty ostatnich nezndmych veli¢in na jednotlivych rozhranich jsou vyéisleny pomoci centralni
metody, tzn. pomoci algebraického primeéru hodnot vlevo, resp. vpravo od daného rozhrani, tedy

1
ol = 5 (%L + ). (4.49)

Vazky tok ék(I/V, VW, @) je nakonec aproximovéan jako

0
=R =R wa|1knx +Txy|1kny +sz|lknz
Rk(VV, VW, ﬁ:) ~ RkCS(WLa Wg, VIV, ﬁ) = T-”Ey‘fknr + Tyy‘fkny + Tyzllknz (4'50)
sz|lknx +Tyz|lkny +Tzz‘lknz
Rs
a posledni slozka Rj5 je ddna vztahem
R; = (ul 1, 7wz |1y +’U|1k7—ly‘Ik + w1, Tez 1, — Qeln)ne
+ (Ul Teylne + 0lnTyyln, + wln Tyzln — ayln)ny
+ (U‘Ik’rmzhk + U|Ik7—yz‘[k + w‘IkTZZ|Ik - qz|lk)n27 (4'51)
kde napt. ¢len u|r, Toz|1, je
1 1 4 Ou 2 Ov 2 Ow
U = —(up +ur)= + - === —=— . 4.52
|13 T 1 2( L R)Q(ML MR)(S ox I 30y, 30z Ik) ( )

Na zdvér poznamenejme, Ze centrdlni aproximace (4.50) je druhého fddu presnosti.

Poznamka 4.2.1. Soustava stredovanych, nebo filtrovaniyjch Navierovych-Stokesovych rovnic se lisi
pridavngm tenzorem Reynoldsovych/subgridnich napéti a pridavngm turbulentnim/subgridnim tepelngm
tokem ve vazkych tocich. Jejich diskretizace je analogickd jako v pripadé sloZek tenzoru vazkijch napéti,

resp. sloZek vektoru tepelného toku.

4.2.1 Casova integrace, podminka stability

Semidiskrétni tvar metody konecnych objemu pro soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic, kde je
pouzito schéma HLLC (4.10) pro nevazké toky a centralni schéma (4.50) pro vazké toky mé tvar

dW 6

(Wr, Wr, VW, i) — FHLEC (W, Wi, @) ASy = RezVS(W),.  (4.53)
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vvs

Nejjednodussi metodou ¢asové integrace je opét Eulerova metoda (4.29). Pomoci této metody dostaneme
1 NS
W = W + AtRez"V° (W)7. (4.54)

Jiz z kapitoly 4.1.2 vime, Ze Eulerova metoda je prvniho fadu piesnosti a podminéné stabilni. Obecnéjsi
tvar podminky stability® pro piipad feseni soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic je

CFL

At < min it n % te n [un|+e n 2&( 1
AE Ay Anq p \AgL?

(4.55)

+ A2 + A772) ,

kde u¢, u¥, u” jsou dany vztahy (4.33) a A&, Ay a An vztahy (4.34). Minimum je zde opét brano
pres vechny primdrn{ burnky sité a CFL lze volit v intervalu (0, 1).

4.3 Numerické metody vyssiho radu presnosti

Do této chvile jsme uvazovali pouze numerické metody prvntho fadu’. Metody prvniho Fadu jsou velmi
robustni, ale jejich nevyhodou je silnd numericka vazkost, kterd je srovnatelnd s fyzikalni vazkosti a
navic "rozmazava”’razové viny a vyhlazuje feseni. Pro ziskani kvalitnich vysledku je nutnd velmi jemnd
vypocetni sit, idedlné s dynamickou adaptaci, viz [10]. Jinou moznost{ je pouziti metod vyssiho Fadu
presnosti. V soucané dobé existuje velké monzstvi metod, které lze rozdélit do dvou skupin:

o Klasické metody - Zastupci téchto metod jsou napi. Laxovo-Wendroffovo schéma, nebo Mac-
Cormackovo schéma. Tyto metody jsou druhého fadu v prostoru i v ¢ase, ale pro nelinearni
ulohy, popf. pro ilohy s nespojitou poc¢atecni podminkou jsou nestabilni, viz [4]. Proto se k
nim pfidava tzv. uméld vazkost, kterd tyto schémata stabilizuje. Nevyhodou umélé vazkosti je
zavislost na empirickych konstantdch, které je nutné nastavit pro kazdou tlohu. Podrobnéji o
klasickych metodéch viz [1].

e Moderni metody - Tyto metody realizuji vétsinou protiproudou diskretizaci nevazkého toku,
pricemz zdkladni schéma je prvniho fadu piesnosti. Mezi nejznaméjsi schémata patii AUSM
(viz [32], nebo [33]) a HLLC. Pro zvyseni fddu v prostoru se pouziva rekonstrukce neznamych
veli¢in, pro kterou je opét dostupnych mnoho metod. Pro zvysSeni fadu v ¢ase 1ze pouzit napt.
metody Runge-Kutty, viz [34].

V této kapitole popiSeme dva druhy rekonstrukci, které budeme pouzivat pro zvyseni fddu pfesnosti
schématu HLLC a déle Runge-Kuttovy metody ¢asové intergace.

4.3.1 MUSCL rekonstrukce

MUSCL rekonstrukee (viz [4], nebo [6]) je jedna z nejpouzivanéjsich metod pro zvyseni fadu pfesnosti
modernich schémat. Nejprve uvedeme zjednodusenou jednorozmérnou variantu pro vypoécetni sit s
konstantnim krokem Az (viz obrazek 4.3), ze které vychdzime i v pfipadé prostorového proudéni.

L R

[ ]
[ ]

_AX | AX | AX

< > < >

A

—_—

X

Obrézek 4.3: Cést vypocetni sité pro jednorozmérny pifpad.

6Pro obecné strukturované kiivocaré sité.
"To plati pro aproximaci nevazkého toku schématem HLLC a Eulerovu metodu ¢asové integrace.
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Rekonstrukci provedeme pro primitivni proménné, které uspoidddme do vektoru U = (p,u,p)7T.
Zakladni rekonstrukce spo¢iva v nahrazeni po ¢éstech konstantnich hodnot v jednotlivych bunkach
po ¢éastech linedrnimi prubéhy B
kde o7 aproximuje prvni derivaci U. Linearni rekonstrukei dostaneme schéma druhého fadu. Pouzitim
vztahu (4.56) dostaneme rekonstruované primitivn{ proménné na rozhranf mezi buiikami Dy, a Dg ve
tvaru

U, = U+ %af, (4.57)
Up = Ug-— %01‘%. (4.58)
Aproximace prvnich derivaci o7 /R miizeme vyjadiit pomoci zpétnych diferenci®
o] = %, of = % (4.59)
a déle dosadit do (4.57), resp. (4.58). Nakonec dostaneme
U, = UL+ %ZL, (4.60)
Up = Ug-— %ZR, (4.61)
kde jsme oznacily
N, = U,—Up, (4.62)
ANp = Up—-UL (4.63)

Z rekonstruovanych primitivnich proménnych U /R lze snadno dostat konzervativni proménné WL /R
které ve schématu HLLC nahrad{ ptivodn{ proménné Wy,

56 W, W, i) = BT (W, W, 7). (4.64)
Tim ziskdme schéma druhého fadu v prostoru.

Uvazujme nyni ptipad obecné trojrozmérné strukturované sité, viz obrézek 4.4.

| St HTHIFR

/

Obrézek 4.4: Cést vypocetni sité pro trojrozmérny pifpad.

Pro pripad prostorového proudéni pouzijeme vySe popsanou jednorozmeérnou rekonstrukci ve vsech
smérech, pfi¢emz ji zobecnime do standardni podoby MUSCL metody (viz [37]). Oznaéme

X, = Ur-Us, (4.65)
N, = UL—Up, (4.66)

8Tim dostaneme protiproudé schéma druhého Fadu.
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kde U = (p,u,v,w,p)T. Potom rekonstrukci pomoci MUSCL metody na rozhrani I; lze zapsat jako

1

U, = U+ 50 (4.67)
~ 1,
UR = UR - 50’%, (468)

kde o7 /R aproximujici prvni derivaci v x-ovém sméru je dana jako

ot = ;{(119)ZL+(1+19)X4, (4.69)
ot — ;{(1_19)ZR+(1+19)XR]. (4.70)

Parametr o, ktery se objevuje ve vztazich (4.69), resp. (4.70), rozhoduje o typu schématu, které z
MUSCL rekonstrukce vznikne a 1ze ho volit podle nasledujici tabulky.

’ Schémata vznikla MUSCL rekonstrukei. ‘

¥ schéma, rad
-1 Upwind 2.
0 Frommovo 2.
1/3 Upwind 3.
1/2 QUICK 2.
1 Centralni 2.

Tabulka 4.1: Schémata vznikld z MUSCL rekonstrukce v zavislosti na parametru 9.

Pozndamka 4.3.1. Vztahy (4.67), (4.68), (4.69) a (4.70) nezahrnuji vliv geometrie sité, kterd jiz
neni rozdélena s konstantnim krokem Ax, resp. Ay, resp. Az. Toto zjednoduseni jsme prevzali z
jednorozmérného pripadu a numerické experimenty ukazugi, Ze nemd veliky vliv na kvalitu numerického
resent.

Poznamka 4.3.2. V tabulce 4.1 se objevuje pro hodnotu parametru ¥ = 1/3 protiproudé schéma
tretiho Tddu. Treti dd lze ale ziskat pouze na kartézské siti s konstantni velikosti bunék. Pro obecnou
strukturovanou sit je toto schéma formdiné pouze druhého vddu.

Schéma HLLC s MUSCL rekonstrukci je numericky nestabilni, pfipadné silné osciluje v blizkosti
nespojitosti. Proto se zavadi tzv. limter, ktery v blizkosti nespojitosti pfepinad fad metody z druhého
na prvni. Silnd numerickd vazkost metody prvniho fadu v okoli nespojitosti pomahd stabilizovat
numerické fesSeni. Limiter lze do MUSCL rekonstrukce implementovat jednoduchou tpravou vztahu
(4.69) a (4.70) do tvaru

ot = ;{(1—ﬁ)v(oL)XL—l—(l—i-ﬁ)U(OlL)zL} (@.71)
ot = ;{(1—0)U(OR)ZR+(1+19)U<;>ZR], (4.72)

-
kde o = A/A a funkce v(o0) je limiter. Nékteré limitery, které lze pouzt v kombinaci s MUSCL
rekonstrukei jsou:

e Minmod limiter
v(0) = max[0, min(1, 0)]. (4.73)

e Osheruv limiter
v(0) = max[0, min(Cg, 0)], (4.74)

kde parametr Cj lze volit v intervalu (1, 2).
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e van Albaduv limiter

o+ 0?
= —. 4.75
o) = 122 (4.75)
e van Leeruv limiter
o+ |o]
= . 4.76
oo) = 0 (4.76)

e Korenuv limiter, ktery je vhodny pro protiproudé schéma tietiho fadu

142
v(0) = max {O,min (207 _; 0, 2)} (4.77)
e Superbee limiter
v(0) = max [0, min(2o0, 1), min(o, 2)] (4.78)
e MC limiter
1
v(0) = max [O, min <20, %, 2)} . (4.79)
e Ospre limiter
~ 1.5(0> +0)

v(0) = (4.80)

02+o0+1"

Numericks metoda s MUSCL rekonstrukef a limiterem mé v jednorozméném piipadé TVD vlastnost®
a je stabilni v TV normé (viz [34]). Ve vicerozmérném piipadé se TVD vlastnost nepodaiilo dokdzat,
ale numerické experimenty ukazuji, ze si tato metoda zachovava piiznivé vlastnosti TVD metod.

Rekonstrukce primitivnich proménnych na ostatnich rozhranich je analogickd. Nakonec lze z prim-
itivnich proménnych Ur g stejné jako v jednorozmérném piipadé dostat konzervativni proménné

WL /R, které ve schématu HLLC nahradi pivodni proménné Wy, /g, viz (4.64).

4.3.2 WENO rekonstrukce

Dalsim typem rekonstrukce, kterd bude pouzita v této praci je WENO rekonstrukcee, viz [38]. Na rozdil
od MUSCL metody, kterd je popsdna v predchozi kapitole, je WENO rekonstrukce vicerozmérna a
nesnizuje fad v okoli nespojitosti. V této praci se omezime pouze na po ¢astech linearni rekonstrukei,
kterd vede na schéma druhého fadu v prostoru, ackoliv 1ze tuto metodu rozsifit i pro vyssi rady
presnosti, viz [38]. Sada bunék, ktera se pouzije k vypoctu predikce gradientt feseni zahrnuje buriku,
ve které chceme gradient urcit a dale vSechny jeji sousedy. Rekonstrukci zde opét provedeme pro
primitivn{ proménné U = (p, u,v,w,p)’. Pro Sestisténnou buiiku existuje osm moznost{, jak spoéitat
predikci gradientu feseni, tedy z bunék s tézisti FRDC, RBDC, BLDC, LFDC, FRUC, RBUC,
BLUC a LFUC, viz obrazek 4.5.

9Tzn. nerostouci totdlnf variaci v case, viz napft. [28].
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Obrézek 4.5: Cést vypocetni sité pro znizornéni WENO rekonstrukce.

Nyni sestavme rovnice pro piipad BLDC:

Up—-Uec = gradiUC(ﬁ)m + grad;UC(ﬁ)y + gradiUC(@)z,
Ug—Usz = gradglﬁUC(C?)x + grad;Uc(C@)y + gradiUC(C@)Z,
i Ue(TB). + gradiUo(CD), + rdio(@D
Up—-Uc = grad,Uc(CD), + grad,Uc(CD), + grad,Uc(CD).. (4.81)

Ze soustavy rovnic (4.81) lze ziskat!® feseni grad'Uc = (gradlUc, gradi Uc,gradlUcg). Tim jsme
ziskaly jednu z moznosti jak spocitat predikci gradientu v bunice D¢. Pro ostatni moznosti lze sestavit
obdobné soustavy rovnic, jejichz feSenim obdrzime gradienty gradk Uec = (grad’wC Uc, gradfj Uc, glradlzc Uc),
kde k =2,...,8. ‘

WENO rekonstruce je vylepsenim puvodni ENO metody, jejiz princip spo¢iva ve vybéru gradientu
s nejmensi totdlni variaci, aby se co nejvice potlacil vznik a sifeni nefyzikdlnich oscilaci v feSeni, viz
[38]. Vylepseni spociva v uvazovani vech predikel gradientu, pficemz vysledny gradient je urcen jako
vazeny prumér vSech moznosti. Vahy jsou navrzeny tak, aby byla jejich hodnota velka v mistech, kde
je feseni hladké a naopak, aby se jejich hodnota blizila k nule v okoli nespojitosti. Soucet vsech vah pak
musi byt roven jedné. Podle Friedrichse (viz [38]) lze vdhy urc¢it pomoci tzv. oscilaéniho indikdtoru,
ktery je obecné definovan jako

01( >

1<]a|<n

///D i Ly [DP(z,y, z)fdxdydz) %, (4.82)

kde P(z,y, z) je polynom stupné n, ktery aproximuje feSeni U. V nasem piipadé po ¢astech linedrni
rekonstrukce (polynom prvniho stupné) se oscilaén{ indikdtor zjednodussi do tvaru

Nl

Ol ~ <L,52 [(gradfUc)? + (grad}Uc)? + (gradsUc)?] |Di|) : (4.83)

kde Lp je charakteristicky rozmér bunky, ktery lze urcit jako

./ D
Lp=1¢ 7a (4.84)

kde K je pocet bunék sité. Vahy jsou pak dany vztahem

__oL?

T 8 )
> -1 01

10Libovolnou metodou pro Feseni soustavy linedrnich rovnic.

Wy (4.85)
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a vysledné slozky gradientu vztahy

8 8 8

grad, Uc = ZwkgradﬁUC, grad, Uc = ZwkgradZUC, grad, Uc = Zwkgrad';UC. (4.86)
k=1 k=1 k=1

Rekonstrukei primitivnich proménnych na rozhrani I3, viz obrézek 4.5, sestavime jako

~ — — —
Uoc = Uc+ (Cl3),grad, Uc + (Cl3)ygrad,Uc + (C13).grad, Uc, (4.87)
~ — — —

U, = Up+ (ng)wgradeL + (LIg)ygradyUL + (ng)zgradzUL. (488)

Rekonstrukce na ostatnich rozhranich je analogickd. Podobné, jako v pifpadé MUSCL rekonstrukce,
lze snadno z rekonstruovanych proménnych Up,c ziskat konzervativni proménné Wi ,c, které ve
schématu HLLC nahrad{ pivodni proménné Wy, ,c.

4.3.3 TVD Runge-Kuttovy metody

Zakladni metodou pro ¢asovou diskretizaci je Eulerova metoda, ktera jiz byla popsana v kapitolach
4.1.2, resp. 4.2.1. V nestacionarnich ptipadech proudéni je pouziti schémat vyssiho fddu nutnosti,
nebot Eulerova metoda by snizila celkovy fad metody. Ve stacionarnim piipadé lze Eulerovu metodu
pouzit, ale i zde jsou zadouci schémata vyssiho fadu, protoze numerické experimenty ukazuji, ze
metody vyssiho fadu konverguji rychleji ke stacionarnimu feseni.

V naSem pfipadé pouzivame pro casovou diskretizaci explicitni TVD Runge-Kuttovy metody, u
kterych je zaruceno, ze totalni variace bude v ¢ase nerostouci a v feSeni nebudou vznikat nezadouci
nefyzikalni oscilace. Tyto metody jsou popsény napf. v [34], nebo v [35].

Uvazujme metodu konecnych objemu v semidiskrétnim tvaru, kde reziduum na pravé strané vzniklo
diskretizaci nevazkych, pifpadné i vazkych!' tok

dWi(t)
dt

= Rez(W);. (4.89)

Dvoukrokovd TVD Runge-Kuttova metoda

Pro ¢asovou diskretizaci pouzijeme dvoukrokovou TVD Runge-Kuttovu metodu

WS — WP 4 AtRez(W)?

K2

g

1 1 n+i 1 n+1
Wit = 92 in+§ [i+2 +§AtRez(”) I (4.90)
Tato metoda je druhého Fadu v case.

Tiikrokova TVD Runge-Kuttova metoda

Tiikrokova TVD Runge-Kuttova metoda ma tvar

W' = WP 4 AtRex(W)?
na2 3 1 n+4l 1 n+ =
W +3 EWz” + EWZ +3 + ZAtRez(W)i 5
1 2 n+3 2 n-r-s
Wi = W W g S ARz (W), (49)

Tato metoda je tfetiho fadu v case.

Pro obé metody plati podminka stability (4.32) v pfipadé feseni soustavy Eulerovych rovnic, resp.
podminka (4.55) pro pifpad Feseni soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic. CFL éislo 1ze pro obé
metody volit v intervalu (0,1).

Ve stacionarnich piipadech proudéni lze urychlit konvergenci ke staciondrnimu feseni pouzitim lokalniho
¢asového kroku, kde misto minima ve vztahu (4.32), resp. (4.55) pocitame ¢asovy krok pro kazdou
buiiku zvlast. Pouziti lokalntho éasového kroku redukuje dobu potiebnou k dosazeni stacionarniho
feseni piiblizné o polovinu.

11V pifpadé, kdy fesime soustavu Navierovych-Stokesovych rovnic.
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4.4 Metoda konecnych objemui pro rovnice modelu turbu-
lence

V této kapitole se budeme zabyvat metodou koneénych objemu pro transportni rovnice TNT k — w
modelu, viz kapitola 3.2.1. Modelové rovnice zapiSeme opét ve vektorovém tvaru

oW  OF(W) OFy(W) 0F3(W) 0R,(W,VW) ORy(W,VW) ORs(W,VW)

ﬁ—i_ Ox + Oy * 9z Ox + Oy * 0z W, VW),
(4.92)

kde B B B
W= pk o pku Jo pkv _ pkw (4.93)

pw |’ ! pwu |’ 2 pwu |’ pww |’ '

Rl_{(;H—a Mt)@ }7 Ry — (m+o" ut)ay ; RS_[ (F+o” Mt)@ ] (4.94)

(F+ o) 52 (7 + o) 52 (7 + o) 52

a
_ P — p*pkw

Q - |: O(%P _ ﬁﬁw2 + Od :| ’ (495)

kde P je produkéni ¢len dany vztahem (3.24), vazkost & je ddna poslednim vztahem v (3.14), turbu-
lentni vazkost u; zavisi na volbé modelu turbulence a Cy; pfedstavuje pricnou difuzi

(4.96)

Cdgdpmax(akaw Ok dw Ok O >
w

Ox Oz oy dy dy Jr&%’

Semidiskrétni schéma metody koneénych objemu dostaneme integraci rovnice (4.92) pfes obecnou
bunku sité D; a néslednou aplikaci véty o stfedni hodnoté, resp. Gaussovy-Ostrogradského véty,
pricemz integral pies uzavienou plochu nahradime sumaci

AWit) _ °

o (W, VW, ) — Fi(W, L) AS + Qi(W, V), (4.97)
kde N
B ) — _ | Pkq
FW,R) = Fing + Fony + Fsn, = | L7 || (4.98)
pwi
q = ung +on, +wn, (4.99)
a -~
Rk(VV, VVV, ﬁ) = Rlnx + Rgny + Rgnz. (4100)

Aproximace nevazkych toku je v nasem piipadé realizoviana schématem HLLC (viz kapitola 4.1.1)

F(Wg) proS; >0
7 S\ BHLLC o) F(W}) proSp <0< Sy

Fk(VV, n) ~ Fk (WL,WR,TL) = F(W;:}) pro SM < 0 < SR (4.101)

F(Wg) pro Sg <0,

kde
prkrqr PrERGR
F(Wp) = | PeiLde | paypy = | PRVRIR | 4.102
(We) [ PrLwWrLqrL ] (W) [ PRWRAR } ( )
X PrkrSu X PrERSM
FW;) = | P . F(WE) =| P 4103
w;) [ ik } Wiy = | P (4.10)
_ PrL— QL _ Pr—4R

= = - o 4.104

a vlnové rychlosti Sys, Sp, Sgr jsou Vy(:lsleny pomoci vztahiu (4.16), resp. (4.17), resp. (4.18) pro
stiedované veliciny. Pro vyssi fdd v prostoru lze pouzit rekonstrukce MUSCL (kapitola 4.3.1), ¢
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WENO (kapitola 4.3.2) pro primitivni{ proménné k a w.
Aproximace vazkych toku je provedena pomoci centralniho schématu popsaného v kapitole 4.2, tzn.

Ry (W, VW, i) ~ R{S (W, Wr, VW, if) =

(Blr + 0" el ) 3|, na + (Blr, + 0" el ) 3|, my + @ln + 0"l ) B e
(ﬁ|lk + U*Nt‘lk)%bknac + (ﬁ|1k + O'*.uthk)%;hkny + (ﬁ|1k + U*,u'thk)%bknz

(4.105)

Zdrojové ¢leny, které jsou obsazeny ve vektoru @ se vy¢isluji ptimo z hodnot v primarnich bunkach
D;. Jedinym problémem je zavislost zdrojovych ¢lenu na prvnich derivacich feSeni, které je tedy
nutné uréit. K vypoctu derivaci v primarnich butikdch D; pouzijeme Gaussovu-Ostrogradského vétu
podobné jako v kapitole 4.2.

Urceme nyni parcidlni derivaci obecné veliciny ® podle x. Pomoci vyse zminéné véty dostaneme

/// @dxdydz = # ®n,dS. (4.106)
p, Oz dD;

S vyuzitim véty o stfedni hodnoté a nahrazenim plosného intergralu pies uzavienou plochu sumaci

obdrzime vztah
6

% = uii' k:16k [(na) e ASK], (4.107)
kde jednotlivé ®, jsou dény jako
o = i(q)vl + @2 + Pz + Ppa),
D, = i(@w + @yp + Pus + Pug),
D3 = i(@m + @yp + Pu7 + Pug),
o, = i(‘bm + @p5 + Pusz + Pur),
D5 = i((bvl + Py + Pys + Pop),
Ty = (@t Dot Dur + D), (4.108)

viz obrazek 4.6.

L.

Obrézek 4.6: Primarni vypocetni buiika.

Neznamé hodnoty ve vrcholech primarni buiiky D; jsou urceny jako algebraické pruméry hodnot
ze vSech okolnich buiiek D;, které se daného vrcholu dotykaji, tzn.

1
q>v,=§2q>j, I1=1,...,8 (4.109)
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Parcialni derivace podle y a z dostaneme pomoci vztahu

0, 1
= @ A 4.11
oy |Di|,; k() AS], (4.110)
resp.
9P, 1
5 = D] ;%[(nz)kmk]. (4.111)

Pro casovou diskretizaci vztahu (4.97) lze pouzit nékterou z TVD Runge-Kuttovych metod, viz kapi-
tola 4.3.3. Transportni rovnice modelu turbulence jsou ovSem obtiZné fesitelné, nebof jsou diky
zdrojovym ¢lentum velmi citlivé na pocateéni podminky a malé poruchy, které vedou k nestabilité
a nasledné divergenci. Tento problém lze odstranit volbou mensiho ¢asového kroku, nebo implicitni
diskretizaci zdrojovych ¢lenu. Implicitni metody jsou v linedrnich ptipadech nepodminéné stabilni a
v nelinearnich ptipadech dovoluji vypocty s mnohem vétsim c¢asovym krokem, nez explicitni metody,
viz [36]. V naSem piipadé pouzijeme metodu, kterd vychdzi z bodové implicitni metody pro zdrojové
¢leny a je odvozena v [9], nebo v [45].

Uvazujme semidiskrétni tvar metody koneénych objemu (4.97), ktery prepiseme do podoby

dm;—"t(t) = Rez(W); = Rez"V(W); + Q;(W), (4.112)

kde RezVV (W), obsahuje diskretizované nevazké a vazké toky. Necht W, je fesenfm soustavy rovnic

dW;(t)
dt

= RezNV (W), (4.113)

které je ziskané libovolnou explicitni metodou. Potom posledni krok ¢asové integrace ma tvar

At —

n+l _ 71’ . 4.114
Wi Wit 1- Atmin(A,O)QL(VV)7 ( )

kde A je definovan jako

— —B*w pro 1. rovnici
4= { —2Bw — Cy/pw pro 2. rovnici. (4.115)

Vyse popsand metoda je prvniho Fddu presnosti a muze byt pouzita pouze pro stacionarni piipady
proudéni. V nestaciondrnich rezimech lze pouzit jednu z explicitnich TVD Runge-Kuttovych metod.
V této praci je soustava stiedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic feSena spole¢né s transportnimi
rovnicemi modelu turbulence. Podminka stability pro tento pripad méa tvar

CFL

[ufl|+c | |u¥|+c | |ul|4c ppe (1 1 1
A€ + A + An +2 pf(A£2+Aw2+An2)

At < min [ , (4.116)

kde uf, u?, u" jsou ddny vztahy (4.33) a A¢, Ay a An vztahy (4.34). Minimum je zde opét brano
pres vSechny primdrni{ burnky sité a CFL lze volit v intervalu (0, 1).

Poznamka 4.4.1. V této kapitole byla popsdna metoda konecngch objemi pro transportni rovnice
TNT modelu, pricemz jsme predpoklddali, Ze uzavird stiedovanou soustavu Navierovych-Stokesovich
rovnic. Vise popsany postup lze ale pouZit i pro X-LES model.

4.5 Numericka realizace okrajovych podminek

V této préci je pouzita metoda, jejiz princip spociva v pfiddn{ fiktivni fady bunek (tzv. ghost cells) za
hranici vypocetni oblasti. Okrajové podminky jsou vy¢isleny v téchto fiktivnich buiikich a nevazké a
vazké toky hranici vypocetni oblasti jsou poté pocitany numerickym schématem bez jakékoliv modi-
fikace.
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4.5.1 Okrajové podminky na vstupu

Podle kapitoly 2.4 bychom v pifpadé prostorového subsonického'? proudéni méli na vstupu zadat
Ctyti veliciny. V této praci nejcatéji zaddvame stagnacni hustotu pg, stagnacni tlak pg, ihel nabéhu
proudu o a thel odklonu proudu ¢o,. Déle extrapolujeme tlak ze vnititku vypocetni oblasti, tzn.
predepisujeme
p _pg—p1
on  As
kde p, oznacuje tlak ve fiktivni buiice pfed vstupni hranici, p; oznacuje tlak z prvni builky vypocetni

stagnacnich veli¢in a extrapolovaného tlaku lze pomoci izoentropickych vztahu (viz [7]) spocitat hus-
totu ve fiktivni bunce

.
P _ (pg> — Py (4.118)
Do £o ’
a dale Machovo ¢islo ve fiktivni bunce
1 o=
Po = Py (1 + 1= 5 Mj) — M,. (4.119)

Pomoci hustoty a tlaku lze ve fiktivni bunice vyjadfit rychlost zvuku

g =) Le (4.120)
Pg
a s pomoci Machova ¢isla velikost rychlosti
|ty = Myey. (4.121)

Pomoci velikosti rychlosti a zadanych thla muzeme vyjadrit jednotlivé slozky vektoru rychlosti jako

ug = |lg|COS oo COS Yoo, (4.122)
vg = |ig|sinae, (4.123)
wy = |tg]cos e Sin @og (4.124)

a nakonec dopocitat celkovou energii

Dg

E = %9
7 pg(y—1)

1.
+ §|ug|2. (4.125)
V ptipadé turbulentniho proudéni je na vstupu pfedepsdna hodnota turbulentni kinetické energie ko
a specifické rychlosti disipace woo, takze mizeme polozit k; = koo @ Wy = Weo, Pricemz turbulentni
kinetickou energii je nutné pficist k celkové energii, tzn. na pravou stranu vztahu (4.125).

4.5.2 Okrajové podminky na vystupu

Podle kapitoly 2.4 bychom v piipadé prostorového subsonického proudéni méli na vystupu zadat
jednu veli¢inu a v piipadé supersonického proudéni bychom neméli zadat zddnou veli¢inu. V této
praci zadavame na vystupu v piipadé subsonického proudu tlak ps. Hodnota tlaku ve fiktivni bunce
za vystupni hranici tedy bude p, = ps. Ostatni veli¢iny, tedy hustota a slozky vektoru rychlosti,
pripadné turbulentni kinetickd energie a specifickd rychlost disipace, jsou extrapolovany z vnitiku
vypocetni oblasti. Celkovd energie je potom dopoétena pomoci vztahu'® (4.125) pro veliciny ve fik-
tivni bunce za vystupni hranici.

V pripadé supersonického vystupniho proudu se extrapoluji do fiktivni bunky za vystupni hranici
vsechny veli¢iny.

12V této préaci budeme fesit pouze subsonické a transsonické rezimy proudéni, ve kterych je normélova slozka rychlosti
nabihajictho proudu podzvukova.
13P#ipadné doplnéného o turbulentni kinetickou energii.
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4.5.3 Okrajové podminky na pevné sténé

V tomto piipadé musime rozlisit, zda se jednéd o nevazké, nebo vazké proudéni. V nevazkém proudéni
plati, ze normélova slozka vektoru rychlosti musi byt nulova. To odpovidd podmince symetrie, kterou
v naSem piipadé realizujeme metodou zrcadleni, tzn. veli¢iny ve fiktivni bunce za sténou dostaneme
jako zrcadlové obrazy veli¢in v prvnf buiice u stény (oznacené indexem 1) ve smérnu normédly, tedy

Py = p1, (4.126)
ug = ur — 2(wing + viny + win;)ny, (4.127)
vg = U1 — 2(uing + v1iny + Win )Ny, (4.128)
wy = wi—2(uing +viny +win;)n., (4.129)
Py = Di- (4.130)

Celkovou energii 1ze snadno dopocitat ze vztahu (4.125).
Pro vazké proudéni uvazujeme adiabatickou sténu, pro kterou plati, ze slozky vektoru rychlosti na
sténé jsou nulové. Veli¢iny ve fiktivni butice dostaneme jako

Py = 1, (4.131)
ug = —u, (4.132)
vy = —u, (4.133)
wy = —wi, (4.134)
Py = Pi, (4.135)

kde index 1 opét znaci prvni buniku u stény ve smérnu normdly. Pro turbulentni kinetickou energii
plati, Zze je na sténé nulova, takze podobné jako pro slozky vektoru rychlosti dostaneme

kg = —ki. 4.136
g

Hodnota specifické rychlosti disipace na sténé w,, je zadana. Hodnotu ve fiktivni bunce za sténou

dostaneme jako
Wy = 2wy — W1 (4.137)

Celkovou energii opét dopocitdme pomoci vztahu (4.125), ktery v pifpadé turbulentnfho proudéni
doplnime o turbulentni kinetickou energii.



Kapitola 5

Numerické reseni prostorového
nevazkého proudéni

V této kapitole budou feSeny nékteré ptipady prostorového proudéni nevazké tekutiny, které je mode-
lovano pomoci soustavy Eulerovych rovnic.

5.1 Transsonické proudéni testovacim kanalem

Prvnim feSenym piipadem je transsonické proudéni GAMM kandlem, pficemz uvazujeme tii ruzné
geometrie. Tyto piipady slouzi k otestovani numerickych schémat pro aproximaci nevazkych toku.

Prvni piipad je v podstaté rozsifeni dvourozmérné konfigurace (viz [9]) do 3D.

Ve druhém piipadé ma profil uprostied kandlu proménnou vysku od 0.16 pro z = 0 az do 0.1 pro

z=1.

Ve tietim piipadeé je profil Sikmy, viz obrazek 5.11.
Ve vSech trech piipadech je proudéni charakterizovano pomérem vystupniho a stagnacéniho tlaku
p2/po = 0.737 a nulovym thlem ndbéhu, resp. odklonu proudu, tzn. as, = 0°, resp. o = 0°.

Stagnacni hustota je volena pg = 1 a stagnacni tlak pg = 1.

Ve viech tfech pifpadech je pouZita strukturovans H-sif, kterd se skldd4 z 180 x 35 x 12 hexahedralnich

buneék.

5.1.1 Proudéni GAMM kanalem rozsitenym z 2D konfigurace

(a) Vypocetni oblast.

§
N N
N
N
Tt
ERRN N
A T
A R ..
lannyny I T T TR
N T L
N A ks,
N TS
Nkt LSS
nain s
\§@§§§§§ R’ s
<t -
N

AR .
nmst NN\
N
NN

| - Q&*ﬁ&&

-
-
\\i\?&‘\@&w
\

7
27

7,

00
/¢%¢¢
)

NN
.
R RRRkR
T it
Al
Miana
ANRnit
NN

NN

X N
N
N

%%,
o

%,
%,
2%,
%%,
.

%,
200
%

o)

%
1%,
)

7

X
N
NN

NS
A\—
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Obrézek 5.1: Rozsiteny GAMM kandl pro prostorové proudéni.



60

5.1. Transsonické proudéni testovacim kandlem

B (e X

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

Obrézek 5.2: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, WENO schéma.

[ X

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

Obrézek 5.3: Rozlozeni Machova &isla ve formé izocar, MUSCL2 schéma.
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B (e X

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

Obrézek 5.4: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izo¢ar, MUSCL3 schéma.

1.6
WENO
MUSCL2
14 MUSCL3

<
8

= 038
0.6
0.4
0.2

1 L L L I 1 L L L I L L L L I L L L L I L L L 1 I 1 L L L I

0 05 1 1.5 2 25 3

X

Obrézek 5.5: Rozlozeni Machova ¢isla na dolni sténé kanalu.
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5.1.

Transsonické proudéni testovacim kandlem

: \ WENO
N MUSCL2
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Obrézek 5.6: Detail Zierepovy singularity.
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Obrazek 5.7: Historie konvergence
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Extrémy Machova ¢isla ‘
schéma | MUSCL2 | MUSCL3 | WENO
Mopin 0.39354 0.38734 | 0.37776
Moz 1.33941 1.34696 | 1.35508

Tabulka 5.1: Maxima a minima Machova ¢isla v GAMM kanédle ziskand ruznymi schématy.

Nevazké proudéni GAMM kandlem se ¢asto pouziva k testovani numerickych metod. Z numerickych
experimentu je dobfe zndmo, ze ve vyse popsaném transsonickém rezimu by mélo byt dosazeno maxi-
ma Machova ¢isla na spodnf sténé kanédlu ve druhé poloviné profilu (v rozsifujici se ¢dsti), pricemsz
maximum se pohybuje v rozmezi M,,q, = 1.34 — 1.40. Déle za rdzovou vlnou vznika dalsi lok&ln{
maximum Machova éfsla, tzv. Zierepova singularita, viz [4]. Hodnota maxima Machova ¢isla spolecné
s rozliSenim razové vlny a Zierepovy singularity slouzi jako hlavni kritéria pro posouzeni kvality
numerického Feseni.

Rozsiteny GAMM kandl byl feSen numerickymi metodami, které jsou zaloZeny na schématu HLLC s
ruznymi rekonstrukcemi. Prvni metoda pouzivdi WENO rekonstrukci. Tato metoda je oznacend jako
WENO. Druhd metoda pouzivdi MUSCL rekonstrukci s parametrem ¢ = —1 (protiproudé schéma
druhého fddu) a minmod limiter. Tuto metodu ozna¢ujeme jako MUSCL2. Posledni metoda je zalozena
na MUSCL rekonstrukei s parametrem ¢ = 1/3 (protiproudé schéma ttetiho fddu) a Korenovym
limiterem. Tuto metodu oznacujeme jako MUSCL3. Metody WENO a MUSCL2 pouzivaji pro ¢asovou
integraci dvoukrokovou TVD Runge-Kuttovu metodu, zatimco metoda MUSCL3 pouzivé tiikrokovou
variantu. VSechny metody dale vyuzivaji lokdlni ¢asovy krok k urychleni konvergence.

7Z obrazku 5.2, 5.3, 5.4 a 5.5 je vidét velmi dobréd shoda mezi jednotlivymi metodami. Na obrazku 5.6 je
vidét zachyceni Zierepovy singularity. Metody MUSCL3 a WENO dosahuji mirné lepsiho rozliseni nez
metoda MUSCL2. Z tabulky 5.1 je vidét, ze nejvyssi hodnotu maxima Machova ¢isla dosahuje WENO
schéma. Na obrazku 5.7 vidime konvergenci jednotlivych metod ke staciondrnimu feseni. Reziduum
je déno logaritmem Lo normy derivace hustoty, tzn.

pn Tl _pny2 1
R (s A o 2 Di 2

Zi |Dz|

Metody MUSCL3 a WENO konverguji na troven strojové nuly, zatimco metoda MUSCL2 pouze k
hodnoté —4.88.

7 dosazenych vysledku vyplyva, ze vSechny uvedené metody lze pro tento piipad proudéni pouzit. Nej-
kvalitnéjsi numerické feseni bylo dosazeno pomoci WENO schématu, které je ale mnohem néro¢néjsi
na vypocetni ¢as. Schémata MUSCL2 a MUSCL3 jsou srovnatelné ndrotna na vypocetni ¢as, pricemz
MUSCL3 schéma poskytuje vyrazné lepsi vysledky.

V nésledujicich dvou kapitoldch (kapitola 5.1.2, resp. kapitola 5.1.3) jsou reSeny ostatn{ varianty
geometrie GAMM kandlu pomoci schémat WENO a MUSCL3. Z dosazenych vysledku je ziejmé,
ze pomoci obou metod bylo dosazeno srovnatelnych vysledku, které jsou v dobré shodé s vypocty
ostatnich autoru, viz napft. [36].

reziduum := log, (
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5.1. Transsonické proudéni testovacim

kanilem

5.1.2 Proudéni GAMM kanalem s proménnou vySkou profilu

(a) Vypocetni oblast.

R
e

Ak
Rk

A
Rt

.
’
7
.

e

%
o

%
7

\
NN
AN
Rtk
N
RN

7
7%

(b) Vypocetni sit.

Obrézek 5.8: GAMM kanél s proménnou vyskou profilu.

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

(a) Rozlozeni izocar.

Obréazek 5.9: Rozlozeni Machova

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

(a) Rozlozeni izocar.

Obréazek 5.10: Rozlozeni Machova

E \_\‘ \;\.‘
| Y
L \.\//—‘
A )
0 0.5 1 15 2 25 3

X

(b) Rozlozeni na dolni sténé.

¢isla, WENO schéma.

Y/"’
FENENEE SR SRR R IR ENE—— |
0.5 1 15 2 25 3

X

(b) Rozlozeni na dolni sténé.

¢isla, MUSCL3 schéma.
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5.1.3 Proudéni GAMM kanalem s Sikmym profilem

(a) Vypocetni oblast. (b) Vypocetni sit.

Obrazek 5.11: GAMM kandl s Sikmym profilem.

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

(a) Rozlozeni izocar. (b) Rozlozeni na dolni sténé.

Obrazek 5.12: Rozlozeni Machova ¢isla, WENO schéma.

Mach: 0.10 0.26 0.42 0.58 0.74 0.90 1.06 1.22 1.38 1.54

(a) Rozlozeni izocar. (b) Rozlozeni na dolni sténé.

Obrézek 5.13: Rozlozeni Machova ¢isla, MUSCL3 schéma.
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5.2 Transsonické obtékani kridla NACAO0012

Dalsfm FeSenym pifpadem je transsonické obtékéni kifdla NACA0012. Reseny piipad je charakteri-
zovan Machovym ¢islem Mo, = 0.85 a nulovym thlem nédbéhu, resp. odklonu. Vzhledem k nulovému
thlu nédbéhu a symetrii kiidla sta¢i resit pouze jednu polovinu skuteéné vypocetni oblasti. Okrajové
podminky jsou nasledujici:

e Vstupni hranice ABEF - pg =1, pg = 1, as = 0° a ¢ = 0°.
e Vystupni hranice CDGH - py = 0.623512 (odpovidd M, = 0.85).

e Hranice ABCD (krome ¢asti predstavujici kiidlo, viz obrdzek 5.14), EFGH a BCFG - podminka
symetrie.

e Hranice ADEH a ¢ést hranice ABCD (¢ast, kterd predstavuje kiidlo) - pevnd sténa.

Numericka realizace okrajové podminky symetrie je v nevazkém proudéni stejnd, jako v piipadé
podminky modelujici pevnou sténu.

Pro numerické feseni byla pouzita strukturovand H-sit, ktera se sklad4 z 100 x 50 x 25 hexahedralnich
bunék. Numerické feSen{ je ziskdno schématem HLLC s MUSCL rekonstrukei (¢ = —1, minmod
limiter) a pro ¢asouvou integraci je pouzita dvoukrokovd TVD Runge-Kuttova metoda s lokalnim
casovym krokem.

vstup

B

Obrézek 5.14: Vypocetni oblast pro obtékani kiidla NACAQ0012.

Na obrézcich 5.15, 5.16 a 5.17 je srovnani s numerickou metodou doc. Ing. Jiftho Firsta, Ph.D.,
ktera je zalozena na schématu AUSM s po ¢astech linedarni WLSQR rekonstrukef a implicitni Eulerové
metodé casové diskretizace, viz [39], nebo [40]. Srovndvame rozlozen{ izocar, resp. prubéhy tlakového
koeficientu, ktery je definovan jako

cp =P (5.2)
3Pooliso|?

7 porovnani je vidét velmi dobréd shoda dvou zcela odlisnych numerickych metod.
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Obrazek 5.15: Rozlozeni tlakového koeficientu ve formé izoc¢ar, MUSCL HLLC.

Obrézek 5.16: Rozlozeni tlakového koeficientu ve formé izocar, WLSQR AUSM (vysledek ziskany doc.
Ing. Jifim Firstem, Ph.D.).



68

5.3. Transsonické proudéni statorovou mitizi Skoda

-0.8F
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08 ——=—— MUSCL HLLC / 50%
Sl ———— WLSQR AUSM/ 50%
- ———— MUSCLHLLC / 75%
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Obrazek 5.17: Prubéhy tlakového koeficientu ve trech rezech (25% délky, 50% délky a 75% délky
Kifdla).

5.3 Transsonické proudéni statorovou mrizi Skoda

Poslednim fesenym piipadem nevazkého proudéni je transsonické proudéni statorovou mtizi. Tato miiz
se sklddd ze 44 lopatek, pricemz tihel mezi dvémi sousednimi lopatkami lze vyjadfit jako 6 = 27 /44.
V tomto piipadé feSime pouze jednu periodu (tzn. jeden mezilopatkovy kandl, viz obrézek 5.18).
Okrajové podminky byly zaddny nésledovneé:

Vstupn{ hranice AEA’E’ - po(0) = 0.38274, po(p) = 1, a1(0) = 0 a ¢1(0), ktery je zaddn

tabulkou 5.2. Zadané veli¢iny jsou obecné zavislé na poloméru g =

a 1 jsou dany smérovymi kosiny

Vy? 4+ z2. Vstupni dhly a4

(07 Y, Z) i (’U,, v, w)

cosqy =

(5.3)

V2 + 2V o+ w?

(0, —z,y) - (u,v,w)

cosp; =

\/y2+22\/u2+v2+w2.

(5.4)

Vystupni hranice DHD’H’ - po(0), ktery je zaddn tabulkou 5.3.

Hranice ABCDEFGH (néboj), A’'B’C’'D’E'F'G’'H’ (vnéji plast), BCB'C’ a FGF'G’ (lopatky) -

podminky pro pevnou sténu.

Periodické podminky na hranicich ABA’'B’-EFE’F’ a CDC’'D’-GHG'H”:

Wapa'p
Wepcerp

= B(0)Wgrgr,
BO)Weaue n,
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kde transformaéni matice B(6) je

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B =] 0 0 cosf sinf 0 (5.7)
0 0 —sinf cosf O
0 0 0 0 1
o [ vl | [ o T mlo |
0.885000 | 0.00000 0.885000 | 0.1063995
0.994898 | 0.11656 1.031892 | 0.1421418
1.099969 | 0.23313 1.173505 | 0.1726315
1.200522 | 0.34969 1.308353 | 0.1973660
1.296843 | 0.46626 1.435612 | 0.2170711
1.389195 | 0.58282 1.555010 | 0.2327506
1.477817 | 0.69939 1.667156 | 0.2454083
1.562930 | 0.81595 1.772690 | 0.2557621
1.644740 | 0.93251 1.872000 | 0.2643191
Tabulka 5.2: Vstupni thel ¢;(0). Tabulka 5.3: Vystupni tlak ps(0).

Pro numerické fesen{ byla pouzita strukturovand H-sif, kterd se skldda z 90 x 24 x 17 hexahedralnich
bunék, viz obrazek 5.18. Numerické feseni bylo ziskdno dvéma riznymi metodami. Obé metody jsou
zalozeny na schématu HLLC a dvoukrokové TVD Runge-Kuttové metodé s lokdlnim ¢asovym krokem.
V prvni metodé je pro zvySeni fddu v prostoru pouzita MUSCL rekonstrukce (¢ = —1, minmod
limiter), zatimco druhd metoda pouzivdi WENO rekonstrukei.

ll
E A

(a) Schématické zndzornéni vypocetni oblasti. (b) Vypocetni sit.

Obrazek 5.18: Vypocetni oblast a sif pro proudéni statorovou mifzi.
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Obrazek 5.19: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, MUSCL HLLC.

Obrézek 5.20: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, WENO HLLC.
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15k e WENO HLLC / 15%
. & WENO HLLC / 50%
——&—— WENOHLLC/85%
——%—— MUSCLHLLC/15%
———&—— MUSCL HLLC/50%
MUSCL HLLC / 85%

Mach

Obrazek 5.21: Prubéhy Machova ¢isla ve tfech fezech (15% délky, 50% délky a 85% vysky lopatky).

Z obrézku 5.19 a 5.20 je patrné, ze pomoci metody pouzivajici WENQO rekonstrukci jsme dostali
vyrazné kvalitnéjsi numerické feseni. Rdzové vlny jsou zachyceny mnohem lépe nez v pfipadé metody,
ktera vyuzivd MUSCL rekonstrukci. Na obrazku 5.21 vidime srovnani prubéhu Machova ¢isla ve tfech
tezech po vysce lopatky. Obé metody poskytuji kvalitativné podobné vysledky. Metoda pouzivajici
WENO rekonstrukei dosahuje vyssich hodnot Machova ¢isla obdobné jako v ptipadé proudéni GAMM
kandlem. Dosazené vysledky jsou srovnatalné s vypocty jinych autoru, viz napf. [36].

Vysledky, které byly popsdny v této kapitole byly publikovany v [46].
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Kapitola 6

Numerické reseni prostorového
laminarniho proudéni

V této kapitole bude fesen piipad subsonického laminarniho proudéni zahnutym kandlem. Laminarni
proudéni je modelovano soustavou Navierovych-Stokesovych rovnic a tloha lamindrniho proudéni
zahnutym kandlem ndm poslouzi pro ovéfeni spravnosti implementace diskretizace vazkych toku.
Dosazené vysledky budou srovnany s numerickym feSenim doc. Ing. Jitiho Fiirsta, Ph.D., které bylo
ziskdno Causonovym TVD MacCormackovym schématem pro aproximaci nevazkych toku a centralnim
schématem pro aproximaci vazkych toku, viz [36].

Okrajové podminky pro tuto tlohu jsou nasledujici:

e Vstupni hranice - pg =1, pg =1, @ = 0° a o = 0°.
e Vystupni hranice - p; = 0.84.
e Ostatni hranice - adiabaticka sténa.
Dynamicka vazkost byla zadana jako po, = 0.001. To odpovidd Reynoldsové éislu Re = 200. K

vypoétu byla pouzita strukturovand H-sif, kterd se skladd z 90 x 30 x 30 hexahedrdlnich bunék.
Numerické fegeni bylo ziskdno metodami! MUSCL3 a WENO s centralni diskretizaci vazkych toki.

(a) Vypocetni oblast. (b) Vypocetni sit.

Obrézek 6.1: Vypocetni oblast a sit pro proudéni zahnutym kandlem.

1Které jsou popsany v kapitole 5.1.1.

73



74

Mach: 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2 0.24 0.28 0.32 0.36 0.4

Y\é/x

Obrazek 6.2: Rozlozeni Machova ¢isla, Causonovo TVD MacCormackovo schéma (vysledek ziskany
doc. Ing. Jifim Firstem, Ph.D.).

Mach: 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2 0.24 0.28 0.32 0.36 0.4

Y\é/x

Obrézek 6.3: Rozlozeni Machova &isla, MUSCL3 schéma.
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Mach: 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2 0.24 0.28 0.32 0.36 0.4

Y\é/x

Obrézek 6.4: Rozlozeni Machova ¢isla, WENO schéma.
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Obrazek 6.5: Prubéhy Machova ¢isla v ose kanalu.

7 obrézku 6.2 az 6.5 je vidét velmi dobra shoda schémat MUSCL3 a WENO s vySe popsanou
numerickou metodou doc. Ing. Jifiho Fiirsta, Ph.D.
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Pripad vyse uvedeného laminarniho subsonického proudéni zahnutym kandlem je ryze testovaci, a
proto vysledky, které byly popsany v této kapitole, nebyly publikovany.



Kapitola 7

Numerické reSeni rovinného
turbulentniho proudéni

Rovninné turbulentni proudéni 1ze modelovat pomoci soustavy stredovanych Navierovych-Stokesovych
rovnic, kde predpokladdame, ze vSechny derivace podle z a rychlost ve sméru osy z jsou nulové. Tuto
soustavu lze zapsat spolecné s transportnimi rovnicemi pro turbulentn{ veli¢iny ve vektorovém tvaru
pro stiedované konzervativni proménné W = (p, pu, pv, pE, pk, pw)’

ow n OF (W) n OF,(W) _ OR(W, VW) + ORy (W, VW)

W, VW), 7.1
ot o oy o oy T ) (7.1)
kde F; a Fy, jsou nevazké toky
ou v
pu+p puv
—_——r~— 7/'\-/2 p—
puv po 4+
F(W) = L BW,)=| L TP 7.2
puk ook
puw pow
a Ry a Rs, jsou vazké toky, které lze vyjadrit jako
0 0
,rtot T;Zt
T%t T;th
— zy _
Ry (W,VW) = rtot _i_%_tot giot | R (W, VW) = ur tot +,U7_tot akq;ot , (7.3)
(ma*m)% to ut)ay
(7 + ope) 52 da (F+ o) gy dy
kde jednotlivé slozky tenzoru celkového napéti 7/7* = ;5 + 7/; jsou
40u 200 2 ou v
tot _ 270 S5k — ok (ex) tot el =) — 5k (ex)
(“+’“)<3ax 38y> 3Pk = phazs”, = (I + ) oy " ox) " PR
40v 20u
Thot = S| — ~pk — pkal:") 7.4
(ﬂ+ut)<38y 3ax> 3Pk — phay (7.4)

a slozky vektoru celkového tepelného toku q§0t =q; + q; jsou

_ 9/ _
Q;i:()t__ Y ﬂ_’_ Bt N O P qtot__ v i“ri
vy—1\Pr Pr)O0x Y v—1\Pr Pr

pficemz dynamickd vazkost 7i je dana vztahem

= fhres (i) (7.6)

7

%
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a turbulentni vazkost j; a slozky piidavné anizotropie az(;w) jsou dany volbou modelu turbulence!.

Vektor @ obsahuje zdrojové ¢leny modelu turbulence a je dan jako

0

0
QW VW) = X , (7.7)

P — B*pkw
afP — Bﬁw2 + Cy
kde produkéni ¢len P je dan vztahem (3.24) a pticnd difuze Cy je ddna vztahem
D 0k Ow Ok Ow

Cy=o04— ——— +——,0). 7.8
d wamax(az(?x—i_ayay’ (7.8)

Hodnota konstant «, 3, 8*, o, 0* a 04 opét zavisi na volbé modelu turbulence. Celou soustavu rovnic
uzavird stavova rovnice idedlniho plynu ve tvaru

p=0-1 {pE— %ﬁ(ﬂ2 +0%) —pk]. (7.9)

7.1 Subsonické proudéni kolem desky

Prvnim resenym piipadem rovinného turbulentniho proudént je subsonické proudéni kolem desky,
které slouzi k validaci numerické metody a implementace matematického modelu. Uloha je feSena na
obdelnikové oblasti [—1,16.667] x [0, 3], viz obrdzek 7.1. Okrajové podminky jsou ndsledujici:

e Vstupnf hranice [z = —1, y = 0 az y = 3] - poo = 1.4, U = 0.2, Voo = 0, ko = 2.9-10710 a
weo = 1.05- 1072

e Vystupni hranice [z = 16.667, y =0 az y = 3] - po = 1 (odpovidd M., = 0.2).
e Hranice [z =—-1azaxz=0,y=0] azr=—-1azz = 16.667, y = 3] - podminky symetrie.
e Hranice [z =0 az = = 16.667, y = 0] - adiabatickd sténa.

Dynamické vazkost pro tento piipad ma hodnotu g, = 3.5- 1077 a specifickd rychlost disipace na
sténé je zaddna jako w,, = 10°.
K vypoétu byla pouZzita strukturovana H-sit, kterd se sklada ze 110 x 80 bunék. Prvni buiika ve sméru
y* ~ 1, piicemz y* je definovana jako

yt = 4P (7.10)

I

Numerické feseni bylo ziskdno schématem HLLC s WENO rekonstrukei pro aproximaci nevazkych
toku a centralnim schématem pro aproximaci vazkych toku. Pro ¢asovaou integraci byla pouzita
dvoukrokova TVD Runge-Kuttova metoda s lokdlnim ¢asovym krokem, pticemz zdrojové ¢leny jsou
diskretizovany pomoci bodové implicitni metody (4.114).
Pro modelovani turbulence byly pouzity tii modely. Prvni je dvourovnicovy TNT k£ — w model. U
tohoto modelu jsme provedli modifikaci produkéniho ¢lenu podle Wallina ([15]), ktery ve své diserta¢ni
préaci ukazuje, ze tento Clen ve standardni podobé zpusobuje neadekvatni narust turbulentnich veli¢in
pro piipad rézové viny a déle, Ze i pro piipad subsonického proudéni muze dojit k nefyzikdlnimu
ndrustu vlivem malych poruch v proudovém poli. Proto je produkéni ¢len (3.24) nahrazen limitovanym

produkénim ¢lenem
PU™) — min (P, pk\/P/ut). (7.11)

Déle jsme testovali originalni EARSM model, ktery je zalozen na transportnich rovnicich TNT mode-
lu s puvodnimi konstantami (ozanéeny jako EARSM-TNT) a EARSM model s piekalibrovanymi

1V nasem pifpadé TNT k — w, nebo EARSM model.
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konstantami (ozanceny jako EARSM-mod). Pro srovnéani jsme déle provedli vypocet s Hellstenovym
modelem, viz [16], ktery byl vyvinut piimo pro EARSM model.

16
14
12

10

\II\II\\WI\WIIIIIIWI\II\II

Obrazek 7.1: Vypocetni oblast a sit pro proudéni kolem desky.

s EARSM-TNT
— EARSM-mod
———— EARSM [Hellsten]
e TNT
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Obrazek 7.2: Rozlozen{ tieciho koeficientu na desce (v log. soufadnicich).
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EARSM-TNT
EARSM-mod
EARSM [Hellsten]
TNT

Blasius
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Obrazek 7.3: Detail rozlozeni tiectho koeficientu na desce (v log. soutadnicich).
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Obréazek 7.4: Rychlostni profily na desce pro Re, = 107 (y* v log. stupnici).
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Obrézek 7.5: Detail rychlostnich profilti na desce pro Re, = 107 (y* v log. stupnici).

Na obréazku 7.2 je vidét rozlozeni tiectho koeficientu

‘u@
dy
Cf=1T—"-—3 (7.12)
%pm|u00|2
v zavislosti na Reynoldsové ¢isle Re,, které je definovano jako
Re, — Lol (7.13)
fhoo

Prubéhy rozlozeni tfeciho koeficientu, které byly dosazeny pomoci ruznych modelu turbulence jsou
srovndny s feSenim lamindrniho proudén{ podle Blasia [52]

0.664

B
= ) 7.14
I = e, (7.14)
resp. vztahem pro turbulentn{ proudéni (White, [52])
0.455
o 0 (7.15)

C .
7 In%(0.06Re,)

Z dosazenych vysledku je patrné, ze s pomoci vSech testovanych modeld turbulence bylo dosazeno
uspokojivych vysledku. Modely zalozené na EARSM konstitutivnich vztazich zachycuji 1épe piechod
z laminarniho do turbulentniho rezimu proudéni, ackoliv ani u jednoho modelu neni dosazeno spravné
polohy piechodu. K tomuto tcelu je pravdépodobné nutné zahrnout do matematického popisu model
prechodu, ktery je ovSsem nad ramec této prace. Na obrazku 7.3 je detailnéjsi srovnani prubéhu tieciho
koeficientu v turbulentni ¢asti mezni vrstvy. Nejlepsi vysledek byl dosazen Kokovym TNT k — w
modelem. Pomoci EARSM modelu s piekalibrovanymi konstantami jsem dosdhly mirného zlepseni
oproti ptivodnimu EARSM modelu. Na obrazku 7.4 je porovnani rychlostnich profilii pro Re, = 107,
tzn. v zadni éasti desky, kde je jiz plné vyvinuté turbulentni mezni vrstva. Normovana rychlost u™ je
definovéana jako

ut =2 (7.16)
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a soufadnice y* je ddna vztahem (7.10). Z pribéhti rychlostnich profilii je vidét dobrd shoda vsech
testovanych modelt v oblasti vazké podvrstvy, kde plati u* ~ y* i v oblasti zdkona stény, kde plati

1
ut = ZIny" + konst. (7.17)
K

Na obrazku 7.5 je detail prubéhu rychlostnich profila v oblasti vnéjsi hranice mezni vrstvy. Zde vidime,
7e za pomoci puvodnitho EARSM modelu dostdvame kvalitativné Spatny prubéh. Prekalibrovany
EARSM model tento problém odstrainiuje a lze pozorovat velmi dobrou shodu s Hellstenovym mod-
elem.

7.2 Transsonické obtékani profilu kiidla RAE 2822

Dalsim feSenym piipadem je transsonické obtékani profilu RAE 2822, které 1ze jiz povazovat za redlny
problém vnéjsi aerodynamiky. Uvazujeme zde piipad 10 (viz [41]), kde dochdz{ k interakci rézové viny
s mezni vrstvou, kterd zpusobuje lokalni odtrzrni mezni vrstvy v oblasti za rdzovou vinou. Tento
piipad je charakterizovan vstupnim Machovym ¢islem M, = 0.754, thlem ndbéhu a. = 2.57° a
Reynoldsovym &islem Re = 6.2 - 10°. Okrajové podminky jsou nasledujici:

o Vstupni hranice - pg = 1, po = 1, e = 2.57°, koo = 7.056 - 1077 a weo = 5.175 - 102.
e Vystupni hranice - po = 0.686.
e Hranice profilu - adiabatickd sténa.

Specificks rychlost disipace na sténé je zaddna jako w,, = 102.

K vypoctu byla pouzita strukturovand, hyperbolicky generovans C-sit, kterd se skladd ze 300 x 70
bunék, viz obrazek 7.6.

Numerické feseni je ziskdno metodou, kterd je zaloZena na schématu HLLC s WENO rekonstrukei,
centralni aproximaci vazkych ¢lenu a dvoukrokové TVD Runge-Kuttové metodé s lokalnim ¢asovym
krokem a bodovou implicitni diskretizaci zdrojovych ¢élenu.

Podobné jako v kapitole 7.1 jsme pro modelovani turbulence pouzili TNT model s modifikaci pro-
dukéniho ¢lenu (7.11), origindlni EARSM (EARSM-TNT) a piekalibrovany EARSM (EARSM-mod)
model turbulence.
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(a) Vypocetni oblast. (b) Vypocetni sit.

Obréazek 7.6: Vypocetni oblast a sif pro obtékani profilu RAE 2822.
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Obrazek 7.7: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, TNT model.

Obrazek 7.8: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, rekalibrovany EARSM model.
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Obrézek 7.9: Prubéhy tlakového koeficientu podél profilu RAE 2822.
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Obrazek 7.10: Prubéhy tieciho koeficientu podél profilu RAE 2822.

Pro tento pripad je dale pouzit jednoduchy model prechodu ve tvaru
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. 1 T — X
) =—-(1+4+ ——"7— 7.18
kde x; = 0.03L je pozice prechodu a Azx; = 0.005L je sitka prechodové oblasti. Volba pozice a
stiky prechodu odpovida experimentu, viz [41]. Tento jednoduchy model samoziejmé plné nevystihuje
problematiku pfechodu do turbulence a jeho pouzitelnost je omezena na piipady, kdy pfedem zname
polohu pfechodu. Funkei (&) jsou ndsobeny produkéni éleny v modelu turbulence.

Na obrazcich 7.7 a 7.8 je rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, které bylo ziskdno pomoci TNT
modelu, resp. rekalibrovaného EARSM modelu. Z porovnani je vidét, ze oba modely poskytuji kval-
itativné podobné vysledky. Na obrazku 7.9 je srovnéni prubéhu tlakového koeficientu podél pro-
filu. Muzeme pozorovat, ze TNT model nezachytil spravnou polohu razové viny. Pomoci Hellstenova
EARSM modelu lze dosdhnout mirného zlepseni. Nejlepsi vysledky byly dosazeny pomoci origindlniho
a rekalibrovaného EARSM modelu. U téchto modelu poloha rézové viny souhlasi s experimentem. Na
obrazku 7.10 je srovnani prubéhu tieciho koeficientu podél profilu. Poloha razové viny zde ma stejny
trend jako v pripadé prubéhu tlakovaho koeficientu. Modely, které jsou zalozeny na EARSM vztazich
jsou v lepsi shodé s experimentem nez linedrni TNT k& — w model.

7.3 Transsonické proudéni mrizi SE 1050

Poslednim feSenym piipadem rovinného turbulentniho proudéni je transsonické proudéni turbinovou

miizi SE 1050, kde uvazujeme nédvrhovy rezim, ktery je charakterizovan vystupnim izoentropickym
Machovym ¢&islem Mo;, = 1.198, thlem ndbéhu ao = 19.3° a Reynoldsovym éislem Re = 1.5 - 106.
Okrajové podminky jsou nasledujici:

e Vstupni hranice AE - pg = 1, pg = 1, s = 19.3°, koo = 107* 2wy, = 10.
e Vystupn{ hranice DH - ps = 0.413 (odpovidd Ms;s = 1.198).
e Saci strana (BC) a tlakova strana (FG) lopatky - adiabaticka sténa.

e Periodické podminky na hranicich AB—EF a CD—GH:

Wap = Wkr, (7.19)
Wep = Wen. (7.20)

Specificks rychlost disipace na sténé je zaddna jako w,, = 10°.

E
B
A
y C
H
X D
(a) Vypocetni oblast. (b) Vypocetni sit.

Obréazek 7.11: Vypocetni oblast a sit pro proudéni mifzi SE 1050.
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Obrazek 7.12: Rozlozeni Machova ¢isla ve formeé izoc¢ar, TNT model.
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Obrazek 7.13: Rozlozeni Machova &isla ve formé izocar, rekalibrovany EARSM model.
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Obrazek 7.14: Proudéni v turbinové miizi SE 1050, interferogram [42].
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V piipadé transsonického proudéni turbinovou miizi muze nastat situace, ve které se mohou na
vystupu z vypocetni oblasti vyskytovat rdzové viny. V takovém piipadé nebude rozlozeni tlaku na
vystupu konstantni. Proto pouzijeme modifikaci vystupni okrajové podminky, kde na misto konstantni
hodnoty tlaku zaddme stfedni hodnotu. Implementace této modifikace, kterd je popsdna v [36], je

nasledujici:

I~ o

——_ EARSM-TNT

I EARSM-mod

I TNT 3

| -] Experiment [UT AV CR]
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Obréazek 7.15: Prubéhy tlaku podél lopatky.
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e Extrapolujeme tlak z posledni fady bunék ptfed vystupni hranici do fiktivnich bunek, tzn.
(pg)j == (PMm);-

e 7 rozlozeni tlaku ve fiktivnich bunkdch za vystupni hranici vypocitame stredni hodnotu p,,.

e Tlak ve fiktivnich bunkach za vystupni hranici potom dostameme jako

_ | (pm);lp2/Py) pro p2 < P,
(P); = { (pam)j + (p2 —D,) Prop2 >D,. (7:21)

K vypoétu byla pouzita strukturovand, elipticky generovana H-sit, kterd se skldda ze 285 x 119 bunék,
viz obrazek 7.11.

Numerické teseni bylo ziskdno metodou, ktera je zalozena na schématu HLLC s WENO rekonstrukei,
centralni aproximaci vazkych ¢lent a dvoukrokové TVD Runge-Kuttové metodé s lokalnim ¢asovym
krokem a bodovou implicitni diskretizaci zdrojovych ¢lenu.

Pro modelovéan{ turbulence jsme opét pouzili TNT model s modifikaci produkéniho élenu (7.11), ori-
gindln{ EARSM (EARSM-TNT) a prekalibrovany EARSM (EARSM-mod) model turbulence.

Na obrazcich 7.12 a 7.13 je rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar, které bylo ziskano pomoci TNT
modelu, resp. rekalibrovaného EARSM modelu. Z porovnani je vidét, ze oba modely velmi dobfte
zachytily dulezité atributy proudového pole jako napi. rekompresni zénu, rézové vilny a jejich odrazy,
uplav apod. Oba vysledky jsou kvalitativné ve velmi dobré shodé s experimentem [42], viz obrdzek
7.14. Na obrazku 7.15 je srovnéni prubéhu tlaku podél lopatky. Muzeme pozorovat, ze vSechny pouzité
modely turbulence dosahly kvantitativné shodnych vysledku, které navic dobie odpovidaji experi-
mentu.

V tabulce 7.1 je vyhodnoceni energetickych ztrat, které bylo provedeno metodou redukce dat, viz [43].

’ Energetické ztraty pro transsonické proudéni s Ms;s = 1.198 ‘

Metoda | TNT | EARSM-TNT | EARSM-mod | WLSQR/TNT | Experiment UT AV CR
Ztraty [%)] | 2.91 2.79 2.76 3.16 16

Tabulka 7.1: Vyhodnoceni energetickych ztrat pro proudéni miizi SE 1050.

Hodnoty ztrat ziskané pomoci vSech modelt turbulence se znac¢né odlisuji od experimentu. To
je pravdépodobné dano tim, Ze rovninny vypocet nezahrnuje vliv stén aerodynamického tunelu, ve
kterém byl experiment proveden. Vypoctené hodnoty ztrat pomérné dobie koresponduji s vysledkem
rovinného vypoctu Doc. Ing. Jitiho Fiirsta, Ph.D., ktery byl proveden numerickou metodou AUSM s
WLSQR rekonstrukei, implicitni Eulerovou metodou ¢asové integrace a s pouzitim TNT k —w modelu
turbulence i s vysledky jinych autort, viz [5].

Vysledky, které byly popsdny v této kapitole byly publikovdny v [47] a [49].



Kapitola 8

Numerické reSeni prostorového
turbulentniho proudéni

Tato kapitola je vénovana feSeni plné trojrozmérného turbulentniho proudéni, pficemz uvazujeme
pripady stacionarni i nestacionarni. Stacionarni proudéni je modelovdno pomoci stfedované sous-
tavy Navierovych-Stokesovych rovnic (viz kapitola 3.1). Nestaciondrni proudéni lze modelovat pomoci
nestaciondrni stfedované soustavy Navierovych-Stokesovych rovnic (URANS), nebo pomoci X-LES
metody (viz kapitola 3.4.1).

8.1 Transsonické proudéni turbinovou mitizi SE 1050

Prvnim feSenym ptipadem prostorového turbulentniho proudéni je transsonické proudéni turbinovou
miizi SE 1050, kde podobné jako v rovinném piipadé uvazujeme navrhovy rezim, ktery je charakteri-
zovan vystupnim izoentropickym Machovym ¢islem Ms;s = 1.198, tthlem nabéhu o, = 19.3°, thlem
odklonu ¢, = 0° a Reynoldsovym é&islem Re = 1.5 - 105. Okrajové podminky jsou nésledujici:

e Vstupni hranice AA’EE’ - pg = 1.2 kg/m3, pg = 1.01 - 10° Pa, as = 19.3°, oo = 0°, Tu = 2%
a Weo = 1.04-10% 571,

e Vystupni hranice DD'HH’ - pa/py = 0.413 (odpovida Ms;s = 1.198).

e Saci strana lopatky (BB’CC’) a tlakovd strana lopatky (FF'GG’) a hranice ABCDEFGH -
adiabaticka sténa.

e Periodické podminky na hranicich AA’'BB’-EE’FF’ a CC’DD’—GG’HH":

Waapp = Wgprr, (8.1)
Wecerppr = Waean-

e Hranice A’'B’C’D’E’F’'G’H’ - podminka symetrie.

Specifické rychlost disipace na sténé je zaddna jako w, = 4.8 - 107 s~!. Podobné jako v pifpadé
rovinného vypoctu zaddvame na vystupu stfedni hodnotu tlaku na misto konstantni hodnoty.

K vypoétu byla pouzita strukturovans H-sit z rovinného vypoctu, kterd byla rozsifena pro prostorovy
piipad. Tato sif se skladd ze 285 x 119 x 50 bunék, viz obrazek 8.1. Protoze tloha je symetricka,
budeme fesit pouze jednu polovinu skuteéné vypocetni oblasti.

Pro numerické feseni pouzijeme metodu, kterd je zalozena na schématu HLLC s WENO rekonstrukei,
centralni aproximaci vazkych ¢lent a dvoukrokové TVD Runge-Kuttové metodé s lokalnim casovym
krokem a bodovou implicitni diskretizaci zdrojovych ¢lent. Pro modelovani turbulence jsme zvolili
prekalibrovany EARSM (EARSM-mod) model turbulence.

89
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Obrazek 8.1: Vypocetni oblast a sif pro prostorové proudéni mi{zi SE 1050.

Na obrdzku 8.2 vidime rozlozen{ Machova éisla. Rozlozen{ v poloviné vysky lopatky (rovina x —y,
z = 0.08m) velmi dobfe odpovidd rovinnému vypoétu z kapitoly 7.3. Druhy fez v roviné y — z pro
x = 0.11 m pfedstavuje tzv. traverzovaci rovinu, ve které jsou déle vyhodnoceny energetické ztraty.
Na obrézku 8.3 je lokalni rozlozeni ztratového koeficientu ¢, ktery je definovén jako

)\*2

- S (83)

s=1

kde

(8.4)

Mach Number: 0 0.12 0.24 0.36 0.48 0.6 0.72 0.84 0.96 1.08 1.2 1.32 1.44

Obrazek 8.2: Rozlozeni Machova ¢isla ve formé izocar.
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Obrazek 8.3: Lokalni rozlozeni ztratového koeficientu v traverzovaci rovniné.
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Obrazek 8.4: Prubéh energetickych ztrat po vysce lopatky.

Z lokélniho rozlozeni ztratového koeficientu v traverzovaci rovniné je vidét, ze ztraty jsou kon-
centrovany v blizkosti stén a dale v uplavu. Lokédlni maxima ztrat, kterd se nachazi priblizné 10 mm
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od stény jsou zapri¢inéna ucinky sekundarniho proudéni. V blizkosti stén ma tedy proudové pole
slozity prostorovy charakter, zatimco uprostied lopatky je v podstaté dvourozmérné. Na obrazku 8.4
je rozlozeni energetickych ztrdt po vysce lopatky (ve sméru osy z), které bylo vyhodnoceno pomoci
metody redukce dat [43].

V této tloze neni provedeno srovnani s experimentem, nebot rozlozeni ztrat je vyrazné ovlivnéno
vstupni okrajovou podminku. V [50], nebo v [51] je ukdzdno, ze v piipadé konstantniho rozlozeni
celkového tlaku na vstupu jsou lokdlni maxima ztrat posunuta blize ke sténam a dosahuji nizsich
hodnot nez v experimentu. Nami dosazené vysledky nicméné velmi dobie koresponduji s vypoctem
pro piipad konstantniho rozlozeni celkového tlaku na vstupu v [51].

8.2 Nestacionarni subsonické proudéni kolem valce

Druhym feSenym piipadem prostorového turbulentniho proudéni je nestacionarni subsonické proudéni
kolem valce, které slouzi primarné jako testovaci pripad, ale muze byt také povazovano za modelovani
proudéni kolem jednoho komponentu turbulizacni miize. Vypocetni oblast prstencového tvaru se
skldd4 z vnitini valcové stény o priméru d = 6.18 - 10~* m a vnéjsi vélcové stény o priméru 40 x d,
viz obrazek 8.5. Vyska oblasti (ve sméru osy z) je 2 x d.

Uloha je charakterizovana vstupnim Machovym ¢éislem Mo, = 0.3, nulovymi dhly nabéhu, resp. od-
klonu proudu a Reynoldsovym &islem Re = 3.9 - 103, Okrajové podminky jsou nésledujici:

e Vstupni hranice [z < 2-107%, o = 20d, z € (0,2d)] - po = 1.2 kg/m?, py = 1.01 - 10° Pa,
Qoo = 0°, oo = 0°, koo = 50.4 m?/8? a wo, = 1.64 - 10° s~ 1.

e Vystupnf hranice [z > 2-107%, o = 20d, z € (0, 2d)] - p2 = 0.952-10° Pa (odpovidd M., = 0.3).
e Vnitini védlcova sténa - adiabatickd sténa.
e Periodické podminky na hranicich z =0 a z = 2d, tzn. W|,—o = W|.=24.

Specificks rychlost disipace na sténé je zaddna jako w,, = 5.65- 108 s~1.
K vypoétu byla pouzita dvourozmérna, hyperbolicky generovans O-sit, kterd byla algebraicky rozsifena
do tieti dimenze. Tato sit se skldd4 ze 72 x 168 x 24 bunék, viz obrdzek 8.5.
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Obrazek 8.5: Vypocetni oblast a sif pro prostorové proudéni kolem vélce.
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Pro numerické feseni pouzijeme metodu, kterd je zalozena na schématu HLLC s MUSCL rekon-

strukel (¢ = 1/3, Korenuv limiter), centralni aproximaci vazkych ¢lenu a tifkrokové TVD Runge-
Kuttové metodé s konstantnim ¢asovym krokem At = 1.5-107?
Turbulentni proudéni je modelovdno pomoci soustavy stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic,
kterd je uzaviena TNT k — w modelem ve standardnim tvaru, nebo rekalibrovanym EARSM mode-
lem. Dalsi variantou modelovani turbulentniho proudéni je metoda X-LES, ktera kombinuje soustavu
stfedovanych Navierovych-Stokesovych rovnic se simulaci velkych vira. V této metodé dale pouzijeme
modifikaci podle Koka, ktery ve své praci [26] navrhuje vylepSeni v podobé zahrnuti stochastické
veli¢iny do subgridni ¢asti X-LES modelu. Ta piispiva k destabilizaci smykovych vrstev a tim k rych-
lejsimu vyvinut{ plné trojrozmérné turbulence. Jedinou zménou proti X-LES modelu z kapitoly 3.4.1
je odlisna formulace pro turbulentni vazkost ve tvaru

. { pk/w pro vVk/w < C1A (8.5)

VO 1AWk pro Vk/w > CLA,

kde b = N(0, 1) je stochastickd veli¢ina se standardnim normalnim rozdélenim.

Na obrazku 8.6 je vyvoj tlaku v zdvislosti na ¢ase v bodé Py = [1.5-1072,0,6.18-10~%], tzn. piiblizné ve
vzdalenosti dvou prumeéru za valcem v x-ovém sméru. Z obréazku je vidét, ze v pripadé X-LES metody
se mnohem rychleji vyvinul periodicky prubéh tlaku, ktery odpovida vytvofeni von Kdrménovy virové
stezky v oblasti za valcem. Amplituda prubéhu se vyrazné lisi od modelu turbulence zalozenych na
stfedované soustavé Navierovych-Stokesovych rovnic. Tyto modely poskytuji srovnatelné prubéhy,
pricemz u EARSM modelu lze pozorovat mirné vyssi amplitudu. To je pravdépodobné zpusobeno
jeho nizsi difuzivitou. V tabulce 8.1 je vyhodnoceno Strouhalovo ¢islo, které je definovano vztahem

ol

St=a (8.6)

kde f, je frekvence uvoliiovani viru. Strouhalovo ¢islo ziskané pomoci X-LES modelu a EARSM
modelu velmi dobte odpovida experimentu.
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Obréazek 8.6: Prubéhy tlaku v zavislosti na ¢ase v bodé P;.
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Model | URANS TNT | URANS EARSM-mod | X-LES | Experiment
St 0.197 0.215 0.212 | 0.215+0.005

Tabulka 8.1: Vyhodnoceni Strouhalova ¢isla pro proudéni kolem valce.

Na obrazcich 8.8, 8.9 a 8.10 jsou zobrazeny izoplochy okamzité velikosti vifivosti v ¢ase ¢t = 0.001
s. Je ziejmé, ze X-LES model poskytuje oproti URANS metodam vyrazné podrobnéjsi, plné tro-
jrozmérnou strukturu proudového pole. Sada obrazku 8.11 az 8.19 zobrazuje nestacionarni charakter
proudéni ve tfech ¢asovych okamzicich pro jednotlivé modely turbulence. Volba ¢asovych okamziku
je naznacena na obrézku 8.7. Zobrazeny jsou izo¢ary velikosti rychlosti v fezu z = d. U vSech modelu
lze pozorovat zachyceni von Karménovy virové stezky, pficemz X-LES model opét poskytuje vyrazné
podrobnéjsi obraz proudového pole nez ostatni modely. Nékteré vysledky, které byly popsany v této
kapitole byly publikovény v [48].

t1

Obrazek 8.7: Znazornéni vybranych ¢asovych okamziku.
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Obrazek 8.8: Izoplochy velikosti vifivosti v ¢ase ¢t = 0.001s, X-LES model.
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Obrézek 8.9: Izoplochy velikosti vitivosti v ¢ase t = 0.001s, EARSM model.

Obrazek 8.10: Izoplochy velikosti vifivosti v ¢ase t = 0.001s, TNT model.
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Obrézek 8.11: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase t; = 0.000962s, X-LES model.
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Obrazek 8.12: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase to = 0.0009695s, X-LES model.
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Obrézek 8.13: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase t3 = 0.000977s, X-LES model.
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Obrézek 8.14: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase t; = 0.000971s, EARSM model.
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Obrézek 8.15: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase to = 0.000977s, EARSM model.
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Obrézek 8.16: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase t3 = 0.0009845s, EARSM model.
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Obrézek 8.17: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase t; = 0.000968s, TNT model.
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Obrazek 8.18: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase to = 0.000977s, TNT model.

Ve;’ Ma;mmde: 0 12 25 37 50 62 74 87 99 112 124 137 149 161 174

0.002
0.0015
0.001

0.0005

-0.0005
-0.001

-0.0015

-0'00-%].0()2 -0.001

Obrézek 8.19: Rozlozeni velikosti rychlosti ve formé izocar v ¢ase t3 = 0.0009845s, TNT model.



Kapitola 9
Zaveér

Hlavni cil diserta¢ni prace, tedy vyvoj metod pro numerické feseni turbulentniho proudéni stlacitelné
tekutiny byl splnén. Splnéni tohoto cile bylo dosazeno v nékolika krocich.

Nejprve byly definovany zakladni matematické modely proudéni stlacitelnych tekutin, tzn. soustava
Eulerovych rovnic pro idedlni (nevazké) proudéni, resp. soustava Navierovych-Stokesovych rovnic
pro redlné (vazké) proudéni. Reseni stlacitelného turbulentniho proudéni popsaného pomoci soustavy
Navierovych-Stokesovych rovnic nelze ziskat anayticky ani numericky'. Proto jsme se v dali ¢dsti
zabyvali vybérem vhodnych modelu turbulence. Pro tlohy aerodynamiky s vysokym Reynoldslovym
¢islem se jako optimdlni varianta jevi stfedovand soustava Navierovych-Stokesovych rovnic uzaviend
dvourovnicovym TNT k — w modelem a jeho modifikacemi.

Prvni modifikaci standardniho modelu je uprava produkéniho ¢lenu podle Wallina, ktera odstranuje
neadekvatni narust turbulentnich veli¢in v pfipadech subsonického a transsonického proudéni.

Dalsi modifikaci je kombinace TNT modelu s nelinedrnimi konstitutivnimi vztahy EARSM modelu
Wallina a Johanssona pro vylepseni prediktivnich vlastnosti pro komplexnéjsi piipady proudéni. Hell-
sten ovSem ukézal, ze ne kazdy dvourovnicovy model turbulence lze pro takovou kombinaci pouzit.
Pomoci jeho nelinedrni analyzy pro difuzni modelové konstanty jsme odvodili nové hodnoty mode-
lovych konstant, které jsou vhodnéjsi pro spojeni s EARSM modelem.

Posledni modifikace TNT modelu jiz pfesahuje model stfedované soustavy Navierovych-Stokesovych
rovnic. Jednd se o Kokuv X-LES model, ktery je hybridni metodou stifedované soustavy Navierovych-
Stokesovych rovnic a simulace velkych vira a skldda se z TNT k — w modelu v RANS rezimu a jed-
norovnicového SGS modelu v LES rezimu. Tento model je vhodny zejména pro nestacionarni tlohy.
Déle jsme se zabyvali volbou vhodné numerické metody. Ta je zaloZzena na metodé kone¢nych ob-
jemu, resp. HLLC schématu pro diskretizaci nevazkych ¢lent, které je vhodné pro numerické feseni
nevazkého i vazkého proudéni. Toto schéma je pouze prvniho fadu pfesnosti, a proto bylo pouzito v
kombinaci s MUSCL rekonstrukei v obecném tvaru a dile s WENO rekonstrukei. Vazké ¢leny byly
diskretizovany pomoci centralni aproximace s pomoci dudlni sité. Casovou diskretizaci jsme provedli
pomoci explicitnich TVD Runge-Kuttovych metod.

Zvolené metody, resp. jejich implementace, byly déale otestovany na fadé pripadu. Nejprve byly
testovany numerické metody pro nevazké proudéni na dobie znamém ptipadé transsonického proudéni
GAMM kandlem, ktery byl rozsifen z dvourozmérného piipadu na trojrozmérny a dale na jeho dalsich
variantdch (kandl se sikmym profilem a kandl s nekonstantni vyskou profilu). Testovali jsme tii odlisné
numerické metody, které jsou zalozeny na HLLC schématu s rekonstrukcemi MUSCL 2. faddu (znacend
jako MUSCL2), MUSCL 3. fddu (znacend jako MUSCL3) a WENO 2. fddu (znacend jako WENO).
Nejkvalitnéjsi vysledky byly dosazeny pomoci WENO metody. Pomoci MUSCL3 metody jsme dosahli
srovnatelnych vysledku jako v pripadé metody s WENO rekonstrukei, pficemz je tato metoda méné
naro¢nd na vypocetni cas. Uspokojujici vysledky byly dosazeny i pomoci MUSCL2 metody, kterd
byla dale pouzita pro FeSeni transsonického obtékani kiidla NACA 0012, kde bylo dosazeno velmi
dobrych vysledku, které jsou ve shodé s metodou WLSQR (modifikace WENO rekonstrukee) Doc.
Ing. Jitiho Fiirsta, Ph.D. Poslednim feSenym piipadem nevazkého proudéni bylo transsonické proudéni
statorovou miizi. Plné vicerozmérnd WENO rekonstrukce v tomto piipadé poskytuje vyrazné lepsi
vysledky, protoZe vypocetni sit je silné zakiivend a jednorozmérnd implementace MUSCL rekonstrukce

1Pro vysoka Reynoldsova &isla.
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jiz pro tyto pripady neni optimalni.

Déle jsme testovali numerické metody pro vazké laminarni proudéni na tloze subsonického proudéni
testovacim kandlem. Obé testované metody (MUSCL3 a WENO) byly rozsiteny o centralni aproxi-
maci vazkych ¢lentu a dosahly vysledki, které jsou ve velmi dobré shodé se zcela odliSnou numerickou
metodou, které je zalozena na Causonové modifikaci TVD MacCormackova schématu.

Dalsim krokem bylo testovani modelu turbulence na tlohdch rovinného turbulentniho proudéni.
Prvnim feSenym piipadem bylo subsonické proudéni kolem desky, kde jsme ukézaly, ze pouziti EARSM
modelu ve standardni verzi, tzn. v kombinaci s TNT modelem, zpusobuje kvalitativné odlisné prubéhy
rychlostnich profili v oblasti hranice mezni vrstvy. Pomoci rekalibrovaného EARSM modelu se podafilo
tento problém odstranit, pficemz vysledky jsou ve shodé s Hellstenovym modelem, ktery byl navrzen
piimo pro spojeni s EARSM vztahy. Dalsim piipadem bylo transsonické obtékani profilu kiidla RAE
2822 kde bylo pomoci rekalibrovaného EARSM modelu dosazeno vysledku, které jsou ve velmi dobré
shodé s experimentem a navic je proti Helllstenové varianté zachycena spravna pozice razové viny.
Poslednim rovinnym pifipadem bylo transsonické proudéni turbinovou miiz{i SE 1050, kde bylo po-
moci rekalibrovaného EARSM modelu dosazeno obdobnych vysledku jako se standardni verzi. Tyto
vysledky jsou opét v dobré shodé s experimentem.

Nakonec byly feseny ulohy prostorového turbulentniho proudéni. Prvni tilohou byla trojrozmérné vari-
anta transsonického proudéni turbinovou mftizi SE 1050, ktera byla fesena pomoci metody WENO a
rekalibrovaného EARSM modelu turbulence. Dosazené vysledky velmi dobie odpovidaji numerickému
feSeni, které bylo provedeno Doc. Ing. Jitim Fiirstem, Ph.D. ve volné dostupném software OpenFOAM.
Druhou feSenou tlohou bylo subsonické proudéni kolem vélce, které slouzilo k otestovani modelu tur-
bulence pro piipad nestaciondrniho proudéni. Testovali jsme dva URANS modely (standardni TNT
model a rekalibrovany EARSM model) a déle hybridn{ X-LES model. Numerické feseni bylo ziskdno
pomoci MUSCL3 metody. Ze ziskanych vysledku vyplyva, ze pomoci X-LES modelu i rekalibrovaného
EARSM modelu byla dosazena velmi dobré shoda s experimentem, ale X-LES model navic poskytuje
vyrazné podrobnéjsi, plné trojrozmérny obraz proudového pole.

Hlavni pfinos této prace spociva ve vyvoji modifikaci Kokova TNT modelu turbulence. Nejdulezitéjsi je
rekalibrace modelovych konstant TN'T modelu pro spojeni s EARSM modelem, diky které se podafilo
odstranit nedostatky puvodn{ verze Wallina a Johanssona. Rekalibrovany model dosahuje (alespon ve
vybranych piipadech proudéni) podobnych vysledku jako Hellstentiv model, ktery byl vyvinut pfimo
pro spojeni s EARSM vztahy. V piipadé transsonického obtékani profilu kiidla RAE 2822 navic posky-
tuje lepsi vysledky v podobé predikce spravné polohy réazové viny. Dalsi vyhodou proti Hellstenovu
modelu je jeho jednoduchost, nebot neobsahuje Zaddné tlumici funkce, ani informaci o vzdélenosti od
stény. V soucasné dobé rekalibrovany TNT model pfedstavuje jeden z mala dostupnych dvourovni-
covych modeli, které jsou vhodné pro spojeni s EARSM vztahy. Dalsi dulezitou modifikaci TNT
modelu je hybridni X-LES model, ktery kombinuje vyhody RANS a LES pfistupu k modelovani tur-
bulence a lze jej pouzit i na soucasnych pocitacich. V budoucnu pfipadd v uvahu vyvoj modifikace
X-LES modelu, ktery by v RANS regionech pouzival rekalibrovany EARSM model, ¢imz by se déle
zlepsil jeho prediktivni potencial.

Zavérem poznamenejme, ze vSechny popisované modely a numerické metody byly implementovany v
podobé autorem vyvinutych programu v programovacim jazyce C++.



Literatura

Dvoidk, R., Kozel, K.: Matematické modelovani v aerodynamice, skriptum CVUT FS, 1996.
Ferziger, J. H., Peric, M.: Computational Methods for Fluid Dynamics, Springer, 1999.
Kozel., K.: Numerické fesen{ parcidlnich diferencidlnich rovnic, skriptum CVUT FS, 2000.
Kozel, K., Fiirst, J.: Numerické feseni problémi proudéni I, skriptum CVUT FS, 2001.

Fort, J., Kozel, K., Fiirst, J., Halama, J., Dobes, J.: Numericka simulace proudéni I, skriptum
CVUT FS, 2005.

Kozel, K., Louda, P., Bodnar, B., Benes, L., Sladek, I.: Numerickd simulace proudéni I, skriptum
CVUT FS, 2004.

Broz, V.: Aerodynamika vysokych rychlost{, skriptum CVUT FS, 2001.
Rektorys, K. a spolupracovnici: Prehled uzité matematiky, Praha, 1973.

Holman, J.: Numerické feSeni stlacitelného turbulentniho proudéni ve vnéjsi a vnitini aerody-
namice, diplomova prace CVUT FS, 2007.

Feistauer, M., Felcman, J., Straskraba, I.: Mathematical and Computational Methods for Com-
pressible Flow, Oxford University Press, 2003

Pithoda, J., Louda, P.: Matemetické modelovén{ turbulentnfho proudéni, skriptum CVUT FS,
2006.

Wilcox, D. C.: Turbulence Modeling for CFD, DCW Industries, Inc. La Canada, California, 1994.

Kok, J. C.: Resolving the Dependence on Freestream Values for k — w Turbulence Model, ATAA
Journal, Vol. 38, No. 7, 2000.

Larsson, J.: Numerical simulation of turbulent flows for turbine blade heat transfer applications,
Ph.D. these, Chalmers University of Technology, 1998.

Wallin, S.: Engineering turbulence modeling for CFD with focus on explicit algebraic Reynoldes
stress models, diserta¢ni prace, Royal Institutte of Technology, 2000.

Hellsten, A.: New two-equation turbulence model for aerodynamics applications, Report A-21,
Helsinki University of Technology, 2004.

Volavy, J.: Reseni turbulentniho dvoufizového proudéni metodou large eddy simulation, dis-
ertacni prace VUT v Brné, 2013.

Garnier, E., Adams, N., Sagaut, P.: Large Eddy Simulation for Compressible Flows, Springer,
20009.

Boersma, B. J., Lele, S. K.: Large eddy simulation of compressible turbulent jets, Center for
Turbulent Research, Annual Research Briefs, 1999.

Martin, M. P., Piomelli, U., Candler, G. V.: Subgrid-Scale Models for Compressible Large-Eddy
Simulations, Theoretical and Computational Fluid Dynamics (2000), 13: 361-376.

101



Literatura

Lesieur, M., Métais, O., Comte, P.: Large-Eddy Simulations of Turbulence, Cambridge University
Press, 2005.

Galperin, B., Orszag, S. A.: Large Eddy Simulation of Complex Engineering and Geophyzical
Flows, Cambridge University Press, 1993.

Berselli, L. C., Iliescu, T., Layton, W. J.: Mathematics of Large Eddy Simulation of Turbulent
Flows, Springer, 2010.

Davidson, L.: Fluid mechanics, turbulent flow and turbulence modeling, Chalmers University of
Technology, 2014

Peng, S.-H., Haase, W.: Advances in Hybrid RANS-LES Modelling, Notes on numerical fluid
mechanics and multidisciplinary design - Volume 97, Springer, 2007.

Kok, J., van der Ven, H.: Destabilizing free shear layers in X-LES using a stochastic subgrid-scale
model, report no. NLR-TP-2009-327, National Aerospace Laboratory NLR, 2009.

Godlewski, E., Raviart, P. A.: Numerical Approximation of Hyperbolic Systems of Conservation
Laws, New York, 1996.

LeVeque, R. J.: Numerical Methods for Conservation Laws, Basel, 1990.

LeVeque, R. J.: Finite Difference Methods for Differential Equations, University of Washington,
2005.

Batten, P., Clarke, N., Lambert, C., Causon, D. M.: On the choice of wavespeeds for the HLLC
Riemann solver, SIAM J. Sci. Comput. Vol. 18, 1997.

Batten, P., Leschziner, M. A., Goldberg, U. C.: Average-State Jacobians and Implicit Methods
for Compressible Viscous and Turbulent Flows, Journal of computational physics 137, 1997.

Liou, M. S.: A squel to AUSM, Part II: AUSM™-up for all speeds, Journal of computational
physics 214, 2006.

Liou, M. S.: Ten Years in the Making-AUSM-family, NASA /TM-2001-210977, 2001.

Fiirst, J.: Moderni diferen¢ni schémata pro feseni systému Eulerovych rovnic, Diplomova prace
CVUT FJFI, 1994.

Fiirst, J.: Numerické feseni transonického proudéni uzitim TVD a ENO schémat, Disertacni prace
CVUT FS, 2000.

First, J.: Numerical Solution of Compressible Flows Using TVD and ENO Finite Volume Meth-
ods, Habilita¢ni prace CVUT FS, 2004.

Deconinck, H., Dick E.: Computational Fluid Dynamics 2006, Springer, 2006.

Friedrich, O.: Weighted Essentially Non-Oscillatory Schemes for the Interpolation of Mean Values
on Unstructured Grids, Journal of computational physics 144, 1998.

First, J.: A Finite Volume Scheme with Weighted Least Square Reconstruction, Finite volumes
for complex applications IV, 2005.

Fiirst, J., Kozel, K.: Second and Third Order Weighted ENO Scheme on Unstructured Meshes,
Finite volumes for complex applications, 2002.

Cook, P. H., McDonald, M. A., Firmin, M. C. P.: Aerofoil RAE 2822 - pressure distributions and
boundary layer and wake measurements, AGARD AR-138, 1979.

Stastny, M., Safaiik, P.: Experimental analysis data on the transonic flow past a plane turbine
cascade, ASME paper, 1990.

Safaiik, P.: Proudén{ viceslozkovych smési v prittoénych ¢astech stroji, Habilitaéni prace CVUT
FS, 1999.



Literatura 103

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

Holman, J., First, J.: Comparison of flux splitting schemes for compressible viscous flows, Topical
Problems of Fluid Dynamics 2006, strana 67 - 70.

Holman, J., Fiirst, J.: Numerical Solution of Compressible Turbulent Flows Using EARSM model,
Colloquium Fluid Dynamics 2007, strana 27 - 28.

Holman, J., First, J.: Comparison of High Order Methods for Transonic Inviscid Flows, Collo-
quium Fluid Dynamics 2008, strana 11 - 12.

Holman, J., Fiirst, J.: Recalibration of TNT model for conjunction with EARSM model of tur-
bulence, Topical Problems of Fluid Dynamics 2012, strana 43 - 46.

Holman, J., Fiirst, J.: Numerical simulation of flow past circular cylinder using hybrid RANS-LES
modelling, Topical Problems of Fluid Dynamics 2013, strana 27 - 28.

Holman, J., First, J.: Numerical Simulation of Compressible Turbulent Flows Using Modified
EARSM model, ENUMATH 2013, Lausanne, 2013, akceptovano pro publikaci v Numerical Math-
ematics and Advanced Applications - ENUMATH 2013, Springer, 2014.

Simurda, D., Fiirst, J., Luxa, M.: 3D Flow Past Transonic Turbine Cascade SE 1050 - Experiment
and Numerical Simulations, Journal of Thermal Science Vol.22, No.4, 2013.

Fiirst, J., Luxa, M., Simurda, D.: The influence of the Inlet Velocity Profile of the Flow Through
Prismatic Turbine Cascade, Topical Problems of Fluid Dynamics 2013.

White, F. M.: Viscous fluid flow, Second edition, McGraf-Hill, Inc., 1991.



