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Fakulta Strojńı
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Anotace

Tato práce se zabývá matematickým modelováńım a numerickým řešeńım stlačitelného prouděńı
tekutin, přičemž hlavńı d̊uraz je kladen na modelováńı turbulence. Modelováńı turbulence je založeno
na soustavě středovaných Navierových-Stokesových rovnic a Kokově dvourovnicovém TNT k−ω mod-
elu a jeho daľśıch modifikaćıch. Nejd̊uležitěǰśı z nich je EARSM model Wallina a Johanssona, který
je založen na transportńıch rovnićıch TNT modelu. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u této práce je odvozeńı
nových hodnot modelových konstant TNT modelu, které jsou vhodněǰśı pro spojeńı s nelineárńımi
vztahy EARSM modelu. Daľśı použitou modifikaćı je Kok̊uv hybridńı X-LES model, který přeṕıná
mezi RANS modelem v oblastech, kde je hrubá śıt’, a simulaćı velkých v́ır̊u v mı́stech, kde je śıt’

dostatečně jemná pro př́ımou reprezentaci velkých turbulentńıch struktur. X-LES model se skládá
z TNT modelu v RANS režimu a jednorovnicového SGS modelu v LES režimu. Základńı rovnice
jsou poté diskretizovány pomoćı metody konečných objemů a validovány na mnoha př́ıpadech, které
zahrnuj́ı i realistické úlohy vněǰśı a vnitřńı aerodynamiky.

Kĺıčová slova: RANS, hybridńı RANS-LES, TNT k−ω, EARSM, X-LES, metoda konečných objemů,
stlačitelné turbulentńı prouděńı.

Title: Numerical solution of steady and unsteady turbulent flow.

Abstract

This work deals with the mathematical modeling and numerical solution of compressible flow of fluids
with the main focus on turbulence modeling. Modeling of turbulent flows is based on the system of
averaged Navier-Stokes equations and Kok’s two equation TNT k − ω model and its further modifi-
cations. The most important one is EARSM model of Wallin and Johansson which is based on the
TNT model transport equations. One of the main goals of this work is derivation of new values of
model constants for TNT model equations which are more suitable in conjunction with the EARSM
nonlinear relations. Another modification used in this work is the Kok’s hybrid X-LES model which
switches between RANS model in regions where grid is corse and large eddy simulation where grid
is fine enough for direct resolution of large turbulent structures. X-LES model consists from TNT
model in RANS regions and one equation SGS model in LES regions. Governing equations are then
discretized by the finite volume method and validated on many cases including some realistic problems
in external and internal aerodynamics.

Key words: RANS, hybrid RANS-LES, TNT k − ω, EARSM, X-LES, finite volume method, com-
pressible turbulent flow.
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1 Úvod 15
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3.5.1 Počátečńı podmı́nky pro turbulentńı veličiny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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4.5 Numerická realizace okrajových podmı́nek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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5.1.1 Prouděńı GAMM kanálem rozš́ı̌reným z 2D konfigurace . . . . . . . . . . . . . 59
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Seznam použitých symbol̊u

Malá ṕısmena

aij Složky tenzoru anizotropie ~~a.

a
(ex)
ij Složky tenzoru př́ıdavné anizotropie ~~a(ex).

b Náhodná veličina.

c Lokálńı rychlost zvuku [ms−1].

cf Třećı koeficient.

cp Měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku [Jkg−1K−1].

cP Tlakový koeficient.

cV Měrná tepelná kapacita při konstantńım objemu [Jkg−1K−1].

d Pr̊uměr [m].

e Hustota energie, e = ρE [Jm−3].

f Obecná funkce.

fv Frekvence [Hz].

fi Složky vektoru t́ıhových sil ~f [N].

gi Složky vektoru t́ıhového zrychleńı ~g [ms−2].

grad Diferenciálńı operátor gradient.

h Měrná entalpie [Jkg−1].

k Turbulentńı kinetická energie [m2s−2].

kSGS Subgridńı kinetická energie [m2s−2].

nj Složky vektoru vněǰśı jednotkové normály ~n = (nx, ny, nz)
T .

p Tlak [Pa].

q Normálová rychlost [ms−1].

qj Složky vektoru tepelného toku ~q [Wm−2].

qtj Složky vektoru turbulentńıho tepelného toku ~qt [Wm−2].

qSGSj Složky vektoru subgridńıho tepelného toku ~qSGS [Wm−2].

qTj Složky vektoru turbulentńıho tepelného toku v X-LES modelu [Wm−2].

r Měrná plynová konstanta [Jkg−1K−1].

t Čas [s].

ue Vnitřńı energie [Jkg−1].

uj Složky vektoru rychlosti ~u = (u, v, w)T [ms−1].

uτ Třećı rychlost, uτ =
√
τw/ρ [ms−1].

u+ Normovaná rychlost u.

vC Konvektivńı rychlost [ms−1].
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wk Váhy.

xj Kartézské souřadnice x, y, z [m].

y+ Normovaná souřadnice y.

Velká ṕısmena

B Transformačńı matice.

Cd Př́ıčná difuze [kgm−3s−2].

CK Kolmogorovova konstanta.

Cµ Koeficient turbulentńı dynamické vazkosti.

D Výpočetńı oblast.

Di Buňky výpočetńı śıtě.

E Celková energie [Jkg−1].

E(k) Energetické spektrum, kde k je vlnové č́ıslo.

F̂ , Fi Nevazké toky, i = 1, 2, 3.

G Jádro konvoluce.

H Entalpie [Jkg−1].

Ij Subgridńı turbulentńı difuze [Wm−2].

II Ω, II S , III S , IV ,V Invarianty tenzoru anizotropie.

K Počet buněk.

L Charakteristický rozměr [m].

Lt Turbulentńı délkové měř́ıtko [m].

LD Charakteristický rozměr buňky [m].

M Machovo č́ıslo.

N,Nc Poměr produkce a rychlosti disipace turbulentńı energie.

OI Oscilačńı indikátor.

P Produkce turbulentńı kinetické energie [kgm−1s−3].

P (x, y, z) Aproximačńı polynom.

Pr Prandtlovo č́ıslo.

Prt Turbulentńı Prandtlovo č́ıslo.

Q Vektor zdrojových člen̊u.

R̂, Ri Vazké toky, i = 1, 2, 3.

Re Reynoldsovo č́ıslo.

Rex Reynoldsovo č́ıslo v závislosti na souřadnici x.

Rez Reziduum.

S Velikost bezrozměrného tenzoru rychlosti deformace.

SL, SR, SM Vlnové rychlosti v HLLC schématu.

Sij Složky tenzoru rychlosti deformace
~~S [s−1].

St Strouhalovo č́ıslo.

T Teplota [K].

Ts Doba středováńı [s].

Tu Intenzita turbulence.

U Vektor primitivńıch proměnných.

W Vektor neznámých konzervativńıch proměnných.
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Řecká ṕısmena

α Úhel náběhu proudu [rad].

βi Koeficienty tenzoru anizotropie, i = 1, 3, 4, 6, 9.

γ Poissonova konstanta, γ = cp/cV .

δij Jednotkový tenzor, δij = 1 pro i = j, δij = 0 pro i 6= j.

ε Rychlost disipace [m2s−3].

ζ Druhá vazkost [Nm−2s].

η Pomocná souřadnice ve směru osy z [m].

ϑ Parametr MUSCL rekonstrukce.

κ von Kármánova konstanta.

λ Součinitel tepelné vodivosti [Wm−1K−1].

λ∗ Velikost rychlosti vztažená ke kritické rychlosti zvuku.

µ Dynamická vazkost [Nm−2s].

µt Turbulentńı dynamická vazkost [Nm−2s].

µSGS Subgridńı vazkost [Nm−2s].

µT Turbulentńı vazkost v X-LES modelu [Nm−2s].

νt Turbulentńı kinematická vazkost [m2s−1].

ξ Pomocná souřadnice ve směru osy x [m].

ρ Hustota [kg m−3].

% Poloměr [m].

σx Aproximace prvńı derivace ve směru x.

ς Ztrátový koeficient.

τ Turbulentńı časové měř́ıtko [s].

τij Složky tenzoru vazkých napět́ı ~~τ [Nm−2].

τ tij Složky tenzoru Reynoldsových napět́ı ~~τ t [Nm−2].

τSGSij Složky tenzoru subgridńıch Reynoldsových napět́ı ~~τSGS [Nm−2].

τTij Složky tenzoru Reynoldsových napět́ı v X-LES modelu [Nm−2].

υ(o) Limiter, o =
−→
∆/
←−
∆.

ϕ Úhel odklonu proudu [rad].

Φ Obecná neznámá veličina.

ψ Pomocná souřadnice ve směru osy y [m].

ω Specifická rychlost disipace [s−1].

Ωij Složky tenzoru rotace
~~Ω [s−1].

∇ Diferenciálńı operátor Nabla.

∆ Š́ı̌rka filtru pro LES [m].
←−
∆ Zpětná diference.
−→
∆ Dopředná diference.

∆t Velikost časového kroku [s].

∆x,∆y,∆z Velikost buňky śıtě ve směru př́ıslušné souřadnice [m].

∆S Obsah stěny buňky výpočetńı śıtě.

∆ξ,∆ψ,∆η Velikost buňky śıtě ve směru př́ıslušné pomocné souřadnice [m].

13



Dolńı indexy

0 Stagančńı hodnota.

∞ Hodnota ve vněǰśım proudu.

g Hodnota ve fiktivńı buňce za hranićı výpočetńı oblasti.

ch Charakteristická hodnota.

pp Počátečńı podmı́nka.

ref Referenčńı hodnota.

w Hodnota na stěně.

L Stav vlevo od rozhrańı dvou buněk.

R Stav vpravo od rozhrańı dvou buněk.

Zkratky

AUSM Advection Upstream Splitting Method.

BSL BaSe Line.

CFL Courant-Friedrichs-Lewy.

CS Centrálńı Schéma.

DES Detached Eddy Simulation.

DNS Direct Numerical Simulation.

DV Duálńı geometrie.

EARSM Explicit Algebraic Reynolds Stress Model.

ENO Essentially Non-Oscillatory.

FDM Finite Diference Method.

FEM Finite Element Method.

FVM Finite Volume Method.

HLLC Harten, Lax, van Leer, Contact.

LES Large Eddy Simulation.

MUSCL Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws.

QUICK Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics.

RANS Reynolds Averaged Navier-Stokes.

SGS Sub-Grid Scale.

SST Shear Stress Transport.

TNT Turbulent-NonTurbulent.

URANS Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes.

WENO Weighted Essentially Non-Oscillatory.

X − LES eXtra Large Eddy Simulation.
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Kapitola 1

Úvod

Tato práce se zabývá matematickým modelováńım a numerickým řešeńım prouděńı stlačitelné tekutiny.
S prouděńım stlačitelných tekutin se lze setkat v mnoha technických aplikaćıch. Tato práce je zaměřena
předevš́ım na aplikace ve vněǰśı a vnitřńı aerodynamice jako např. obtékáńı kř́ıdla letadla, nebo
prouděńı v turb́ınové mř́ıži.
Prouděńı obecné stlačitelné tekutiny představuje velmi komplexńı problém. Proto je hned na začátku
nutné udělat některá zjednodušeńı. Mezi nejd̊uležitěǰśı patř́ı předpoklad spojitého prostřed́ı, tzv.
kontinua, a dále omezeńı na tzv. Newtonskou tekutinu, která je dobrou aproximaćı pro tekutiny,
které se často vyskytuj́ı v technických aplikaćıch (např. vzduch, pára apod.). Za těchto předpoklad̊u
jsou základńımi matematickými modely soustava Eulerových rovnic pro nevazké (ideálńı) prouděńı
tekutiny (Euler, 1757), resp. soustava Navierových-Stokesových rovnic pro vazké (reálné) prouděńı
tekutiny (Navier 1827, Stokes 1845). Obě soustavy tvoř́ı rovnice, které vyjadřuj́ı základńı zákony za-
chováńı (zachováńı hmotnosti, hybnosti a energie). Z matematického hlediska se jedná o nelineárńı
parciálńı diferenciálńı rovnice. Nelinearita těchto rovnic zp̊usobuje v př́ıpadě vazkého prouděńı kvali-
tativńı změny ve struktuře proudového pole. Tyto změny záviśı na tzv. Reynoldsově č́ısle, které vy-
jadřuje poměr mezi setrvačnými a vazkými silami, které p̊usobý na tekutinu. Pro ńızká Reynoldsova
č́ısla převládaj́ı vazké disipativńı śıly, které tlumı́ poruchy a jiné nestability v proud́ıćı tekutině, a proto
k přenosu hmotnosti, hybnosti a energie mezi sousedńımi vrstami tekutiny docháźı pouze vlivem di-
fuze. Takové prouděńı se nazývá laminárńı. Pro vysoká Reynoldsova č́ısla jsou dominantńı setrvačné
śıly, které zp̊usobuj́ı r̊ust poruch a nestabilit a jejich následkem potom docháźı k velmi složitému
chaotickému pohybu tekutiny, který se nazývá turbulentńı prouděńı. Tato práce je dále značně ori-
entována na modelováńı a řešeńı turbulentńıho prouděńı, které je charakteristické pro většinu tech-
nických aplikaćı.
Turbulentńı prouděńı tekutiny lze popsat pomoćı soustavy Navierových-Stokesových rovnic. Bohužel
současná matematika neumožňuje nalézt jej́ı obecné řešeńı v uzavřeném tvaru a dokonce nebyla
do nyněǰśı doby korektně vyřešena ani otázka existence či jednoznačnosti řešeńı. Proto se řešeńı
provád́ı pomoćı numerických metod. Zde se však setkáváme s novými problémy. Turbulence má velmi
složitou strukturu, která obsahuje široké spektrum měř́ıtek turbulentńıch v́ır̊u od nejmenš́ıch, ve
kterých prob́ıhá molekulárńı disipace až po největš́ı, která jsou srovnatelná s geometrickými rozměry
dané úlohy. Pro zachyceńı nejmenš́ıch turbulentńıch v́ır̊u je nutné použ́ıt velmi jemnou śıt’ (počet
buňek śıtě je úměrný přibližně Reynoldsovu č́ıslu na devět čtvrtin) a dále velmi přesnou numerickou
metodu. Pro typické úlohy vněǰśı a vnitřńı aerodynamiky se Reynoldsovo č́ıslo pohybuje v rozmeźı
106 až 108. Z uvedeného je zřejmé, že př́ımé numerické řešeńı je s použit́ım současné výpočetńı tech-
niky nemožné1. Pro źıskáńı numerického řešeńı turbulentńıho prouděńı je tedy nutné zavést daľśı
zjednodušeńı. Tato zjednodušeńı představuj́ı modelováńı turbulence pomoćı fyzikálńıch aproximaćı a
matematických model̊u namı́sto př́ımého řešeńı.

Nejstarš́ı př́ıstup k modelováńı turbulence je založen na časovém středováńı Navierových-Stokesových
rovnic, pomoćı kterého źıskáme soustavu Reynoldsových středovaných Navierových-Stokesových rovnic
(Reynolds, 1895). Z fyzikálńıho hlediska tyto rovnice představuj́ı značné zjednodušeńı proti p̊uvodńı

1V současné době je použit́ı př́ımé numerické simulace omezeno na úlohy s jenoduchou geometríı, které jsou charak-
terizovány Reynoldsovým č́ıslem v rozmeźı 104 až 105.
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soustavě, protože popisuj́ı pouze vývoj středńıch hodnot p̊uvodńıch okamžitých veličin. Z mate-
matického hlediska jsou ovšem složitěǰśı, protože obsahuj́ı nové členy, složky tenzoru Reynoldsových
napět́ı, které vznikly středováńım. Tyto členy je nutné aproximovat pomoćı modelu turbulence. Nej-
starš́ı modely turbulence jsou založeny na tzv. Boussinesqově hypotéze (1887), která předpokládá,
že Reynoldsova napět́ı lze vyjádřit podobně jako vazká napět́ı zavedeńım tzv. turbulentńı vazkosti.
Ačkoliv Boussinesqova hypotéza představuje výrazné zjednodušeńı, použ́ıvá se pro uzavřeńı středované
soustavy Navierových-Stokesových rovnic dodnes. Mezi nejstarš́ı modely turbulence patř́ı skupina alge-
braických model̊u, které vyjadřuj́ı turbulentńı vazkost pomoćı algebraických vztah̊u, např. Prandtl̊uv
model (1925). Tyto modely maj́ı obecně velmi omezenou použitelnost, nebot’ použ́ıvaj́ı často empirické,
či poloempirické vztahy. Daľśı skupinou jsou jednorovnicové modely, které jsou tvořeny transportńı
parciálńı diferenciálńı rovnićı pro určitou veličinu, která charakterizuje jedno z turbulentńıch měř́ıtek
(nejčastěji je to turbulentńı kinetická energie). Pro daľśı turbulentńı měř́ıtko, které je nutné k určeńı
turbulentńı vazkosti, jsou opět použity algebraické vztahy, které značně omezuj́ı použit́ı této tř́ıdy
model̊u. Nejpočetněǰśı skupina model̊u turbulence zahrnuje dvourovnicové modely. Tyto modely jsou
tvořeny dvěmi transportńımi rovnicemi pro turbulentńı rychlostńı měř́ıtko (nejčastěji opět turbulentńı
kinetická energie), resp. turbulentńı délkové měř́ıtko. Součinem těchto dvou turbulentńıch měř́ıtek lze
źıskat turbulentńı vazkost. Prvńı úspěšné dvourovnicové modely, tzv. k − ε modely (např. Launder
a Sharma, 1974), použ́ıvaj́ı k určeńı turbulentńıho délkového měř́ıtka rychlost disipace. Tyto modely
jsou d́ıky chováńı rychlosti disipace v bĺızkosti stěny velmi obt́ıžně numericky řešitelné. To mimo jiné
vedlo k vývoji tzv. k − ω modelu (Wilcox, 1988), který určuje turbulentńı délkové měř́ıtko pomoćı
specifické rychlosti disipace. Tento model lze bez větš́ıch numerických obt́ıž́ı integrovat až ke stěně a
nav́ıc d́ıky vhodné volbě některých modelových konstant neobsahuje žádné tlumı́ćı členy a nevyžaduje
informaci o vzdálenosti od stěny, což je výhodné pro úlohy se složitou geometríı. Původńı Wilcox̊uv
model i jeho modifikace měly jednu velkou slabinu a to výraznou citlivost na hodnoty turbulentńı
kinetické energie, resp. specifické rychlosti disipace v nerozrušeném proudu. Tento problém odstranil
BSL k − ω (Menter, 1992), resp. SST k − ω model (Menter, 1993). Oba modely jsou kombinaćı k − ε
modelu2, který je použit ve vněǰśım proudu, a k−ω modelu, který je použit v oblastech mezńı vrstvy.
k−ε model je v tomto př́ıpadě transformován do k−ω formulace a mezi oběma modely se přeṕıná po-
moćı přeṕınaćıch funkćı, které ale vyžaduj́ı informaci o vzdálenosti od stěny. Odlǐsné řešeńı problému
citlivosti modelu na hodnoty turbulentńıch veličin v nerozrušeném proudu navrhl Kok. Jeho TNT
k − ω model (1999) vycháźı z Wilcoxova modelu, ale přidává do transportńı rovnice pro specifickou
rychlost disipace člen, který vyjadřuje př́ıčnou difuzy a dále je provedena vhodněǰśı volba konstant
modelu, která je založena na analýze chováńı zjednodušeného modelu v bĺızkosti vněǰśı hranice mezńı
vrstvy.
Modelováńı turbulence v této práci bude založeno na Kokově TNT modelu, protože neńı citlivý v̊uči
hodnotám turbulentńıch veličin v nerozrušeném proudu, lze jej použ́ıt i pro ńızká Reynoldsova č́ısla,
nevyžaduje informaci o vzdálenosti od stěny ani jiné tlumı́ćı funkce a je vhodnou platformou pro
komplexněǰśı modely.
Dvourovnicové modely turbulence maj́ı poměrně široký rozsah uplatněńı, ale v některých př́ıpadech,
jako např. prouděńı s odtržeńım mezńı vrstvy selhávaj́ı. V těchto př́ıpadech již nevystač́ıme s mode-
lováńım Reynoldsových napět́ı pomoćı Boussinesqovy hypotézy. Jednou z možnost́ı je použit́ı modelu,
který zahrnuje transportńı diferenciálńı rovnice pro všechny složky tenzoru Reynoldsových napět́ı.
Tyto rovnice v sobě obsahuj́ı mnoho neznámých člen̊u, které lze jen obt́ıžně aproximovat a nav́ıc se
ukazuje, že jsou numericky velmi nestabilńı. Proto byly vyvinuty zjednodušené modely, které tvoř́ı ex-
plicitńı nelineárńı algebraické vztahy pro jednotilvé složky tenzoru Reynoldsových napět́ı (EARSM).
V našem př́ıpadě budeme pracovat s EARSM modelem Wallina a Johanssona (2000), který byl navržen
v kombinaci s Kokovým TNT modelem. Hellsten vyvinul vlastńı k−ω model (2004), který je navržen
př́ımo pro EARSM vztahy. Vycháźı z Mentrova BSL modelu, ale použ́ıvá modifikované přeṕınaćı
funkce a nové modelové konstanty, které byly navrženy za pomoci rozš́ı̌rené analýzy pro nelineárńı
konstitutivńı vztahy a dále ukazuje, že žádný ze standardně dostupných k − ω model̊u neńı vhodný
pro spojeńı s EARSM vztahy. V této práci využijeme Hellstenovu rozš́ı̌renou analýzu pro odvozeńı
nových hodnot konstant Kokova TNT modelu tak, aby byl vhodný pro použit́ı v kombinaci s EARSM
konstitutivńımy vztahy.

Moderněǰśı př́ıstup k modelováńı turbulence, tzv. simulace velkých v́ır̊u, byl navržen Smagorinským

2Který na rozd́ıl od k − ω modelu neńı citlivý na hodnoty turbulentńıch veličin v nerozrušeném proudu.
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v roce 1963, p̊uvodně pro simulaci mezńı vrstvy atmosféry. Tento př́ıstup vycháźı z myšlenky, že
většina energie je obsažena ve velkých v́ırech, zat́ımco v př́ıpadě př́ımé numerické simulace se většina
výpočetńıho výkonu spotřebuje na rozřešeńı nejmenš́ıch v́ırových struktur. Proto je na výchoźı sous-
tavu Navierových-Stokesových rovnic aplikován prostorový filtr, který odstrańı malá měř́ıtka. Velké
v́ıry jsou poté reprezentovány př́ımo, zat́ımco malá měř́ıtka jsou modelována pomoćı tzv. subgridńıch
(SGS) model̊u.
SGS modely jsou většinou založeny na Boussinesqově hypotéze, která v tomto př́ıpadě představuje
poměrně dobrou aproximaci skutečnosti, nebot’ malé v́ıry jsou téměř izotropńı. V současnoti existuj́ı
dvě základńı skupiny model̊u. Prvńı skupinu tvoř́ı algebraické modely, ve kterých je SGS vazkost
vyjádřena pomoćı algebraických vztah̊u, např. Smagorinského model (1963). Vývoj těchto model̊u
prob́ıhá dodnes. Druhou skupinu tvoř́ı jednorovnicové modely pro turbulentńı kinetickou energii
malých v́ır̊u, která určuje turbulentńı rychlostńı měř́ıtko. Turbulentńı délkové měř́ıtko je dáno š́ı̌rkou
prostorového filtru a SGS vazkost je poté vyjádřena součinem obou turbulentńıch měř́ıtek.
Ačkoliv je simulace velkých v́ır̊u ve srovnáńı s př́ımou numerickou simulaćı mnohem méně náročná na
výpočetńı techniku, pro úlohy s vysokým Reynoldsovým č́ıslem a složitou geometríı je stále daleko za
hranićı možnost́ı dnešńıch poč́ıtač̊u. Proto Spalart v roce 1997 vyvinul tzv. DES metodu, která kom-
binuje středovanou soustavu Navierových-Stokesových rovnic (RANS) se simulaćı velkých v́ır̊u (LES).
Středovaná soustava Navierových-Stokesových rovnic s modelem turbulence3 je použita v bĺızkosti
obtékaných stěn, kde z technických d̊uvod̊u nelze použ́ıt dostatečně jemnou śıt’, zat́ımco ve zbytku
proudového pole je použita simulace velkých v́ır̊u. Tato metoda byla úspěšně použita pro reálné
úlohy vněǰśı aerodynamiky s vysokým Reynoldsovým č́ıslem. Jej́ı nevýhodou je, že předem vyžaduje
rozděleńı výpočetńı oblasti na zóny pro RANS a LES a s t́ım souvisej́ıćı obt́ıžná př́ıprava výpočetńı
śıtě pro numerické řešeńı. Modifikaćı tohoto př́ıstupu je metoda X-LES (Kok, 2004), která je tvořena
TNT k − ω modelem, který je použit v RANS regionech a jednorovnicovým SGS modelem, který se
použ́ıvá v LES regionech. Na rozd́ıl od p̊uvodńı Spalartovy metody4 nevyžaduje rozděleńı výpočetńı
oblasti na jednotlivé zóny předem, protože ty se automaticky určuj́ı podle jemnosti výpočetńı śıtě.
Protože je modelováńı turbulence v této práci založeno na Kokově TNT k − ω modelu, je X-LES
model logickou volbou pro simulováńı nestacionárńıho turbulentńıho prouděńı.

Numerické řešeńı matematických model̊u stlačitelného prouděńı (soustavy středovaných, resp. fil-
trovaných Navierových-Stokesových rovnic, které jsou uzavřeny pomoćı př́ıslušných model̊u turbu-
lence, popř. soustava Eulerových rovnic) představuje daľśı sadu problémů. Hlavńı komplikaćı je neli-
nearita výchoźıch rovnic. Jiným problémem je např. vznik a š́ı̌reńı rázových vln (které lze považovat za
nespojitosti) uvnitř výpočetńı oblasi. V této práci je numerické řešeńı založeno na metodě konečných
objemů, která je i přes vznik nových metod a př́ıstup̊u stále dominantńı pro řešeńı úloh mechaniky
tekutin. Od poloviny minulého stolet́ı vzniklo v rámci metody konečných objemů mnoho tzv. kla-
sických numerických schémat pro aproximaci nevazkých tok̊u (např. Laxovo-Wendroffovo schéma,
MacCormackovo schéma aj.). Tyto metody jsou ovšem v nelineárńıch př́ıpadech nestabilńı, a proto
je nutné je stabilizovat pomoćı tzv. numerické (nebo umělé) vazkosti, která do značné mı́ry záviśı na
empirických konstantách, které je nutné nastavit pro každou úlohu zvlášt’. Nastaveńı těchto konstant
potom výrazně ovlivňuje kvalitu numerického řešeńı. V současnosti převládá skupina tzv. moderńıch
numerických schémat, která realizuj́ı tzv. protiproudou diskretizaci pomoćı rozkladu nevazkých nu-
merických tok̊u. Mezi nejznáměǰśı metody této tř́ıdy patř́ı schémata AUSM a HLLC. Tato schémata
jsou pouze prvńıho řádu přesnosti. To znamená, že je v nich zabudována velmi silná numerická vazkost,
která je stabilizuje, ale zároveň p̊usob́ı negativně na d̊uležité atributy proudového pole (např. rozlǐseńı
rázových vln, nebo zachyceńı extrémů). Proto se tato schémata použ́ıvaj́ı v kombinaci s rekonstrukćı
neznámých veličin, d́ıky které se zvýš́ı řád přesnosti.
V této práci je použito schéma HLLC. Pro zvýšeńı řádu přesnosti je použito dvou zcela odlǐsných
rekonstrukćı. MUSCL rekonstrukce je realizována pomoćı jednorozměrných rekonstrukćı v jednotlivých
směrech, zat́ımco WENO rekonstrukce je implementována jako plně v́ıcerozměrná. Vazké toky jsou
diskretizovány pomoćı standardně už́ıvané centrálńı aproximace druhého řádu přesnosti.
Pro časovou diskretizaci lze použ́ıt celou řadu explicitńıch, nebo implicitńıch metod. V našem př́ıpadě
budeme použ́ıvat explicitńı v́ıcestupňové Runge-Kuttovy metody druhého, resp. třet́ıho řádu.

3V tomto př́ıpadě jednorovnicový model Spalarta a Allmarase.
4A jiným DES metodám, které z ńı vycháźı.
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1.1 Ćıle disertačńı práce

Hlavńım ćılem této práce je vývoj metod pro modelováńı turbulentńıho prouděńı stlačitelné tekutiny.
Vývoj se bude zaměřovat na r̊uzné modifikace TNT k − ω modelu za účelem vylepšeńı prediktivńıch
vlastnost́ı pro vybrané př́ıpady prouděńı. Dı́lč́ımi ćıli nezbytnými pro dosažeńı hlavńıho ćıle jsou:

• Vývoj a otestováńı metody pro řešeńı nevazkého stlačitelného prouděńı.

• Vývoj a otestováńı metody pro řešeńı laminárńıho stlačitelného prouděńı.

• Rekalibrace TNT modelu za účelem kombinace s EARSM vztahy a validace na vybraných
př́ıpadech stlačitelného turbulentńıho prouděńı.

• Vývoj metody pro řešeńı nestacionárńıho stlačitelného turbulentńıho prouděńı a otestováńı na
př́ıpadu subsonického obtékáńı válce.

1.2 Struktura disertačńı práce

Struktura disertačńı práce je přizp̊usobena splněńı výše uvedených ćıl̊u.

• Ve druhé kapitole jsou definovány základńı matematické modely proud́ıćı stlačitelné tekutiny,
tzn. soustava Eulerových, resp. Navierových-Stokesových rovnic a dále konstitutivńı vztahy,
které jsou nutné k jejich uzavřeńı. Dále jsou stručně popsány základńı počátečńı a okrajové
podmı́nky, které jsou ned́ılnou součást́ı matematického modelu konkrétńı úlohy.

• Třet́ı kapitola je věnována modelováńı turbulentńıho prouděńı. Prvńı př́ıstup je založen na
středované soustavě Navierových-Stokesových rovnic (RANS), která je uzavřena Kokovým TNT
k − ω modelem, nebo pomoćı komplexněǰśıho EARSM modelu Wallina a Johansona, který
je založen na TNT modelu. Pomoćı Hellstenovy rozš́ı̌rené analýzy jsou zde odvozeny nové,
vhodněǰśı konstanty pro TNT model ve spojeńı s EARSM modelem. Druhým př́ıstupem je
simulace velkých v́ır̊u (LES), resp. hybridńı metoda X-LES, která je kombinaćı RANS a LES.

• Čtvrtá kapitola se zabývá numerickým řešeńım základńıch matematických model̊u pomoćı metody
konečných objemů. Numerická metoda je založena na schématu HLLC s MUSCL, nebo WENO
rekonstrukćı pro aproximaci nevazkých tok̊u a centrálńı aproximaćı vazkých tok̊u. Pro časovou
diskretizaci jsou použity v́ıcestupňové TVD Runge-Kuttovy metody. V této kapitole je dále
popsána numerická implementace okrajových podmı́nek.

• Pátá kapitola je věnována numerickému řešeńı prostorového nevazkého prouděńı. Nejprve je
ověřena správnost implementace použitých numerických metod na známých př́ıpadech prouděńı
GAMM kanálem v r̊uzných konfiguraćıch. Poté jsou řešeny př́ıpady transsonického obtékáńı
kř́ıdla NACA 0012 a transsonického prouděńı ve statorové mř́ıži Škoda.

• Šestá kapitola slouž́ı k ověřeńı správnosti implementace vazkých člen̊u, resp. jejich aproximace
na jednoduchém př́ıpadu subsonického laminárńıho prouděńı zahnutým kanálem.

• Sedmá kapitola je věnována rovninnému turbulentńımu prouděńı. Nejprve jsou zvolené modely
turbulence, resp. numerické metody testovány na jednoduchém př́ıpadu subsonického prouděńı
kolem desky. Poté jsou použity k řešeńı transsonického obtékáńı profilu kř́ıdla RAE 2822 (AGARD
př́ıpad 10) a dále k řešeńı transsonického prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE 1050.

• V osmé kapitole budeme řešit dva př́ıpady prostorového turbulentńıho prouděńı. Prvńı úlohou
je trojrozměrný př́ıpad transsonického prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE 1050. Druhou úlohou je
nestacionárńı subsonické prouděńı kolem válce.

• Posledńı kapitola je věnována závěrečnému zhodnoceńı.



Kapitola 2

Matematické modely stlačitelného
prouděńı tekutiny

V této práci budeme uvažovat pouze tzv. Newtonskou tekutinu1, která je charakterizována těmito
vlastnostmi:

• Nedocháźı-li k deformaci tekutiny, je jediným p̊usob́ıćım napět́ım statický tlak, který p̊usob́ı
kolmo na jakoukoliv plochu umı́stěnou v tekutině.

• Mı́stńı, okamžitá hodnota napět́ı při deformaci tekutiny záviśı pouze na rychlosti deformace
v uvažovaném mı́stě a čase. Nevyskytuje se zde žádné p̊usobeńı na dálku, ani vlastnost ”paměti”
předchoźıho stavu.

• Tekutina je izotropńı, tzn. má stejné deformačńı vlastnosti ve všech směrech.

• Neexistuje př́ımá vazba mezi rychlostńım a teplotńım polem, tzn. nevznikaj́ı žádná napět́ı
teplotńım p̊usobeńım, ani tepelný tok p̊usobeńım napět́ı.

Základńı matematické modely popisuj́ıćı prouděńı tekutiny dále předpokládaj́ı spojité prostřed́ı,
tzv. kontinuum. Tento př́ıstup zcela ignoruje pohyb molekul a předpokládá, že vlastnosti dané tekutiny
jsou spojitými funkcemi polohy a času. Stlačitelnou Newtonskou tekutinu lze považovat za kontinuum,
pokud je charakteristický rozměr obtékaného tělesa (př́ıpaně jiný charakteristický rozměr úlohy) mno-
hem větš́ı než středńı volná dráha molekul tekutiny. Pro převážnou část technických aplikaćı je tento
předpoklad splněn téměř dokonale.

2.1 Soustava Navierových-Stokesových rovnic

Soustava základńıch rovnic, která popisuje prouděńı vazké stlačitelné tekutiny, je tvořena zákonem
zachováńı hmotnosti (rovnice kontinuity)

∂ρ

∂t
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0, (2.1)

zákonem zachováńı hybnosti2 (Navierova-Stokesova rovnice)

∂(ρui)

∂t
+
∂(ρuiuj)

∂xj
+

∂p

∂xi
=
∂τij
∂xj

(2.2)

a zákonem zachováńı energie

∂(ρE)

∂t
+

∂

∂xj

[
(ρE + p)uj

]
=
∂(uiτij)

∂xj
− ∂qj
∂xj

. (2.3)

1V této práci budeme pracovat pouze se vzduchem, pro který jsou následuj́ıćı předpoklady splněny téměř dokonale.
2Vzhledem k ńızké hustotě vzduchu jsme zanedbali člen, který vyjadřuje t́ıhové śıly, tzn. fi = ρgi ≈ 0.
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Zde ρ je hustota tekutiny, uj jsou složky vektoru rychlosti, p je tlak, τij jsou složky tenzoru vazkých
napět́ı, E je celková energie a qj jsou složky vektoru tepelného toku.
Rovnice (2.1), (2.2) a (2.3) společně tvoř́ı soustavu Navierových-Stokesových rovnic (odvozeńı lze
nalézt např. v [1] nebo v [9]).

2.2 Konstitutivńı vztahy

Soustava Navierových-Stokesových rovnic neńı uzavřená, a proto muśıme přidat doplňj́ıćı rovnice, tzv.
konstitutivńı vztahy.
Prvńım z nich je vzájemná vazba stavových veličin. V této práci použijeme stavovou rovnici ideálńıho
plynu (viz [1])

p = ρrT, (2.4)

kterou lze přepsat do tvaru

p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2
ρujuj

]
, (2.5)

kde γ je Poissonova konstanta3, která je dána poměrem měrné tepelné kapacity při konstantńım tlaku
ku měrné tepelné kapacitě při konstantńım objemu.

Poznámka 2.2.1. Model ideálńıho plynu lze použ́ıt pouze pokud je zanedbatelný vliv velikosti molekul
vzhledem k objemu plynu a vliv vzájemného silového p̊usobeńı molekul. Tyto předpoklady plat́ı pro
poměrně široké rozsahy hodnot tlak̊u a teplot, viz [1].

Daľśı rovnice vyjadřuje vztah pro tenzor vazkých napět́ı ~~τ . Pro Newtonskou tekutinu4 plat́ı lineárńı
vztah (viz [2])

τij = 2µSij , (2.6)

kde µ je dynamická vazkost a Sij jsou složky tenzoru rychlosti deformace, které jsou dány rovnost́ı

Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3
δij
∂uk
∂xk

)
. (2.7)

Dynamická vazkost µ je závislá na odmocnině z absolutńı teploty (toto plyne z kinetické teorie plyn̊u,
viz [1]) a lze pro ni použ́ıt např. Sutherland̊uv vztah [1]. V našem př́ıpadě použijeme zjednodušený
vztah dle Rayleigha ve tvaru

µ(T ) = µ(Tref )

(
T

Tref

) 3
4

, (2.8)

který lze dále upravit pomoćı stavové rovnice (2.4) do konečné podoby

µ(T ) = µref

(
p

ρ

) 3
4

, (2.9)

kde konstanta µref je dána vztahem

µref = µ(Tref )

(
ρref
pref

) 3
4

. (2.10)

Posledńım konstitutivńım vztahem je Fourier̊uv zákon (viz [1]) pro tepelný tok ~q ve tvaru

qj = −λ ∂T
∂xj

, (2.11)

který upav́ıme do tvaru

qj = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂xj

(
p

ρ

)
, (2.12)

3V našich výpočtech uvažujeme γ = 1.4 (hodnota Poissonovy konstanty pro vzduch).
4Zde jsme již použily zjednodušeńı ve formě vyloučeńı tzv. druhé vazkosti pomoćı Stokesova vztahu ζ = − 2

3
µ, který

plat́ı pro jednoatomové plyny, ale běžně se použ́ıvá i pro složitěǰśı plyny.
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kde Pr je Prandtlovo č́ıslo5, které je definováno jako

Pr =
µcp
λ
. (2.13)

2.3 Soustava Eulerových rovnic

Zanedbáme-li členy zodpovědné za vazké efekty v soustavě Navierových-Stokesových rovnic (tzn.
polož́ıme µ = 0), dostaneme soustavu Eulerových rovnic, která je matematickým modelem prouděńı
tzv. ideálńı (nevazké) tekutiny.

∂ρ

∂t
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0 (2.14)

∂(ρui)

∂t
+
∂(ρuiuj)

∂xj
+

∂p

∂xi
= 0 (2.15)

∂(ρE)

∂t
+

∂

∂xj

[
(ρE + p)uj

]
= 0 (2.16)

Soustavu Eulerových rovnic (2.14) až (2.16) uzav́ırá stavová rovnice ideálńıho plynu (2.5).

2.4 Počátečńı a okrajové podmı́nky

Soustavu Navierových-Stokesových nebo Eulerových rovnic řeš́ıme na omezené oblasti D ⊂ R3 pro
t > 0, a proto je třeba ji doplnit vhodnými počátečńımi a okrajovými podmı́nkami.

2.4.1 Počátečńı podmı́nky

Pro konkrétńı výpočet za použit́ı Navierových-Stokesových či Eulerových rovnic muśıme předepsat
počátečńı stav6 proudového pole. To lze provést následovně:

ρ(~x, 0) = ρpp(~x), ~u(~x, 0) = ~upp(~x), E(~x, 0) = Epp(~x), (2.17)

kde ρpp(~x), ~upp(~x) a Epp(~x) jsou dané počátečńı hodnoty neznáných veličin.

2.4.2 Okrajové podmı́nky

V této části uvedeme základńı okrajové podmı́nky, tzn. vstupńı okrajovou podmı́nku (část hranice,
kterou proud vstupuje do výpočetńı oblasti), výstupńı okrajovou podmı́nku (část hranice, kterou
proud opoušt́ı výpočetńı oblast) a okrajovou podmı́nku pro pevnou stěnu. Analýza okrajových podmı́-
nek pro obecné prostorové prouděńı je velmi obt́ıžná a přesahuje rámec této práce. Proto se omeźıme
pouze na uvedeńı některých možnost́ı realizace okrajových podmı́nek. Podrobněǰśı analýzu je možné
nalézt např. v [10].

Okrajové podmı́nky pro soustavu Navierových-Stokesových rovnic

Formulace okrajových podmı́nek pro systém Navierových-Stokesových rovnic nebyla do nyněǰśı doby
korektně matematicky vyřešena a nav́ıc jejich volba záviśı na řešeném př́ıpadu (nadzvukové či podzvu-
kové prouděńı). Proto uvedeme pouze jeden z možných postup̊u pro prostorové prouděńı (viz [10]).

Vstupńı okrajová podmı́nka:

• Zadat ρ, ~u,
∑3
j=1

(∑3
i=1 τijni

)
uj + λ∂T∂~n = 0.

5V našich výpočtech uvažujeme Pr = 0.72 (hodnota Prandtlova č́ısla pro vzduch).
6Tzn. stav při t = 0.
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Výstupńı okrajová podmı́nka:

• Zadat −pni +
∑3
j=1 τijnj = konst. pro i = 1, 2, 3, ∂T

∂~n = 0.

Pevná stěna:

V této práci budeme uvažovat okrajové podmı́nky pro adiabatickou stěnu

~u = ~0,
∂T

∂~n
= 0.

Vektor ~n, který se vyskytuje ve výše uvedených okrajových podmı́nkách představuje vněǰśı jed-
notkovou normálu.

Okrajové podmı́nky pro soustavu Eulerových rovnic

Okrajové podmı́nky pro soustavu Eulerových rovnic vychazej́ı z jednorozměrné analýzy hyperboli-
ckých soustav, resp. z rozš́ı̌reńı této analýzy do v́ıce dimenźı (viz např. [9]). Při předepisováńı okra-
jových podmı́nek na vstupu, resp. výstupu muśıme rozlǐsovat, zda normálová rychlost nab́ıhaj́ıćıho,
resp. výstupńıho proudu je větš́ı či menš́ı než lokálńı rychlost zvuku c.

Vstupńı okrajová podmı́nka:

• Pro ~u · ~n < c zadat čtyři veličiny, např. ρ, u, v, w.

• Pro ~u · ~n > c zadat všech pět veličin, např. ρ, u, v, w,E.

Výstupńı okrajová podmı́nka:

• Pro ~u · ~n < c zadat jednu veličinu, např. p.

• Pro ~u · ~n > c nezadat žádnou veličinu.

Pevná stěna:

Pro nevazké prouděńı plat́ı, že proud stěnou neprocháźı a je s ńı tedy v jej́ı bĺızkosti rovnoběžný,
tzn.

~u · ~n = 0. (2.18)



Kapitola 3

Matematické modelováńı
turbulentńıho prouděńı

Většina př́ıpad̊u prouděńı v technických aplikaćıch má turbulentńı charakter. Pro turbulentńı prouděńı
je charakteristické, že setrvačné śıly p̊usob́ıćı na tekutinu převažuj́ı nad vazkými silami, které tlumı́
malé poruchy a nestability prouděńı. Poměr setrvačných a vazkých sil vyjadřuje Reynoldsovo podob-
nostńı č́ıslo

Re =
ρ|~u|L
µ

, (3.1)

kde L je charakteristický rozměr daného prouděńı. Při překročeńı kritického Reynoldsova č́ısla docháźı
k přechodu laminárńıho prouděńı do turbulentńıho prouděńı.
Pro turbulentńı prouděńı neexistuje jednoznačná definice. Např́ıklad podle Bradshawa je turbulence
trojrozměrný nestacionárńı pohyb, ve kterém následkem protahováńı v́ır̊u vznikaj́ı fluktuace rychlosti,
které tvoř́ı spojité spektrum vlnových délek v intervalu od nejmenš́ıch určených vazkými silami do
největš́ıch určených okrajovými podmı́nkami prouděńı, tj. geometrickými rozměry [11].
Pro turbulentńı prouděńı jsou charakteristické následuj́ıćı vlastnosti:

• Turbulence neńı vlastnost́ı tekutiny, ale jej́ıho pohybu.

• Turbulence je pohybem kontinua s určitými materiálovými vlastnostmi (vývoj turbulence na
nich záviśı, ale př́ımo je neovlivňuje).

• Turbulentńı pohyb má chaotický charakter.

• Turbulentńı prouděńı je druhem nestacionárńıho prostorového v́ı̌rivého pohybu.

• Turbulence má složitou vnitřńı strukturu.

• Turbulence zp̊usobuje intenzivńı přenos hmoty, hybnosti, energie a tepla.

• Turbulence má difuzivńı charakter.

Přes chaotický charakter turbulence docháźı pro stejné počátečńı a okrajové podmı́nky ke vzniku
stejných univerzálńıch vlastnost́ı struktury turbulentńıho prouděńı. Turbulenci lze považovat za výsle-
dek kvazideterministických proces̊u v proud́ıćı tekutině a středńı prouděńı lze popsat pomoćı stati-
stických zákon̊u. Turbulence má vlastnosti spojitého prostřed́ı (kontinua), a proto okamžitý stav
turbulentńıho prouděńı lze popsat soustavou Navierových-Stokesových rovnic (2.1), (2.2) a (2.3).
Analytické řešeńı turbulentńıho prouděńı, které popisuje soustava Navierových-Stokesových rovnic,
neńı proveditelné pomoćı známých matematických prostředk̊u. Proto se řešeńı provád́ı výhradně nu-
mericky. V současné době se použ́ıvaj́ı následuj́ıćıch základńı postupy:

• DNS (Direct Numerical Simulation), př́ımá numerická simulace. Tato metoda předpokládá
př́ımé numerické řešeńı soustavy Navierových-Stokesových rovnic (doplněné konkrétńımi poč. a
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okrajovými podmı́nkami). To je ale možné pouze v př́ıpadě, že použijeme velmi přesnou numer-
ickou metodu1 a velmi jemnou výpočetńı śıt’2, aby bylo možné zachytit i nejmenš́ı turbulentńı
v́ırové struktury. S dnešńı výpočetńı technikou je možné provádět př́ımou numerickou simulaci
pro úlohy s Reynoldsovým č́ıslem řádu 104 až 105. Typické technické aplikace (např. prouděńı
ve vněǰśı a vnitřńı aerodynamice) jsou charakteristické Reynoldsovým č́ıslem řádu 106 až 108.
Z toho plyne, že př́ımá numerická simulace je v současnosti a v bĺızké budoucnosti pro reálné
úlohy nepoužitelná z technických d̊uvod̊u.

• LES (Large Eddy Simulation), simulace velkých v́ır̊u. Tento př́ıstup je určité zjednodušeńı
předchoźı metody. Simulovány jsou pouze v́ırové struktury do určité velikosti a zbytek je mode-
lován pomoćı tzv. SGS (subgrid scale) modelu. Tato metoda je ve srovnáńı s př́ımou numerickou
simulaćı mnohem méně náročná na výpočetńı výkon. Výpočetńı śıt’ může být znatelně hrubš́ı3

a numerické metody řešeńı jsou srovnatelné s běžně použ́ıvanými metodami pro laminárńı
prouděńı. O simulaci velkých v́ır̊u se předpokládá, že bude v bĺızké budoucnosti použitelná
pro řešeńı reálných technických aplikaćı.

• RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes), středovaná soustava Navierových-Stokesových
rovnic. V současné době nejpouž́ıvaněǰśı metoda, která spoč́ıva v rozděleńı okamžitých hodnot
neznámých veličin na středńı hodnotu a fluktuaci. Poté se takto rozložené neznámé dosad́ı do
soustavy Navierových-Stokesových rovnic a provede se jej́ı středováńı. Výsledkem je formálně
téměř shodná soustava rovnic pro středńı hodnoty neznámých veličin. Členy, které vzniknou
nav́ıc d́ıky středováńı je nutné modelovat pomoćı modelu turbulence. Výpočetńı śıtě i num-
erické metody jsou v tomto př́ıpadě srovnatelné s metodami pro laminárńı prouděńı. Výhoda
tohoto postupu je realizovatelnost numerického řešeńı úloh s vysokým Reynoldsovým č́ıslem i na
dnešńıch poč́ıtač́ıch. Nevýhodou je, že veškeré turbulentńı struktury jsou modelovány pomoćı
modelu turbulence, který je často založen na empirických, či poloempirických vztaźıch.

• RANS-LES Hybrid. Posledńı metodou je kombinace předešlých dvou př́ıstup̊u, tzn. simulace
velkých v́ır̊u a soustavy středovaných Navierových-Stokesových rovnic. V bĺızkosti obtékaných
stěn, kde jsou v př́ıpadě simulaćı velmi restriktivńı požadavky na počet buněk śıtě, jsou použity
středované Navierovy-Stokesovy rovnice a ve zbytku proudového pole (popř́ıpadě v regionech,
kde je výpočetńı śıt’ dostatečně jemná) simulace velkých v́ır̊u. Tyto metody, známé také jako DES
(Detached Eddy Simulation), se v současnosti zač́ınaj́ı použ́ıvat pro numerické řešeńı reálných
technických aplikaćı s vysokým Reynoldsovým č́ıslem.

3.1 Soustava středovaných Navierových-Stokesových rovnic

Středovaná soustava Navierových-Stokesových rovnic vycháźı z dekompozice okamžitých hodnot nez-
námých veličin na středńı hodnotu a fluktuaci

Φ = Φ + Φ′, (3.2)

kde Φ je středńı hodnota a Φ′ je fluktuace obecné okamžité veličiny Φ. Protože má turbulence chaotický
charakter, jsou jednotlivé veličiny turbulentńıho prouděńı náhodné funkce času. Pro vybraný náhodný
interval dostaneme jednu realizaci náhodného procesu - výběrovou funkci. Středńı hodnota náhodné
veličiny je potom dána středováńım n výběrových funkćı

Φ(xi) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Φk(xi, ts), (3.3)

kde ts je počátečńı čas středováńı. Pokud středńı hodnota nezáviśı na výběru počátečńıho času, jedná
se o ergodický stacionárńı proces, který je stacionárńı ve středńıch hodnotách. V takovém př́ıpadě
může být středńı hodnota źıskána středováńım jediné výběrové funkce podle času

Φ(xi) = lim
Ts→∞

1

Ts

ˆ ts+Ts

ts

Φ(xi, t)dt, (3.4)

1Většinou se použ́ıvaj́ı tzv. spektrálńı metody založené na Fourierově transformaci.
2Potřebný počet buněk je úměrný Re9/4.
3Kromě oblaśı, které se nacházej́ı v bĺızkosti obtékaných stěn. Zde jsou požadavky na śıt’ přibližně srovnatelné.
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kde Ts je doba středováńı. Pro hustotu ρ a tlak p tedy použijeme konvenčńı (tzv. Reynoldsovo)
středováńı, kde okamžité hodnoty jsou dány vztahem

Φ(xi, t) = Φ(xi) + Φ′(xi, t), (3.5)

kde středńı hodnota Φ(xi) je dána vztahem (3.4) a středńı hodnota fluktuace Φ′(xi, t) je rovna nule,
tedy

Φ′(xi) = lim
Ts→∞

1

Ts

ˆ ts+Ts

ts

Φ′(xi, t)dt = 0. (3.6)

Vzhledem k matematickým obt́ıž́ım při modelováńı stlačitelného turbulentńıho pouděńı (viz např. [9])
se pro dekompozici okamžitých hodnot složek rychlosti uj a celkové energie E použ́ıvá vztah

Φ(xi, t) = Φ̃(xi) + Φ′′(xi, t), (3.7)

kde Φ̃(xi) je středńı hodnota źıskaná pomoćı Favrova středováńı, které je dáno vztahem

Φ̃(xi) =
1

ρ(xi)
lim

Ts→∞

1

Ts

ˆ ts+Ts

ts

ρ(xi, t)Φ(xi, t)dt. (3.8)

Jde tedy o Reynoldsovo středováńı, které je vážené hustotou. Na rozd́ıl od konvenčńıho středováńı
plat́ı, že středńı hodnota fluktuace obecné neznámé Φ′′ 6= 0, ale ρΦ′′ = 0.
Použijeme-li nyńı dekompozici (3.5) pro hustotu a tlak a dekompozici (3.7) pro složky vektoru
rychlosti a pro celkovou energii v soustavě Navierových-Stokesových rovnic4, dostaneme po kon-
venčńım středováńı všech rovnic tzv. středovanou soustavu Navierových-Stokesových rovnic:

∂ρ

∂t
+
∂(ρũj)

∂xj
= 0 (3.9)

∂(ρũi)

∂t
+
∂(ρũiũj)

∂xj
+

∂p

∂xi
=

∂

∂xj

(
τ ij − ρu′′i u′′j

)
(3.10)

∂(ρẼ)

∂t
+

∂

∂xj

[
(ρẼ+p)ũj

]
=

∂

∂xj

[(
τ ij−ρu′′i u′′j

)
ũi

]
− ∂

∂xj

[
qj +ρu′′j h

′′− τiju′′i +ρu′′j
1

2
u′′i u

′′
i

]
. (3.11)

Celková energie Ẽ v rovnici (3.11) je nyńı dána vztahem

Ẽ = cV T̃ +
1

2
ũj ũj + k = ũe +

1

2
ũj ũj + k, (3.12)

kde ue je vnitřńı energie a k je turbulentńı kinetická energie, která je definována jako

k =
1

2
u′′i u

′′
i . (3.13)

Složky středovaného tenzoru vazkých napět́ı τ ij jsou dány vztahem (2.6) pro středované veličiny, tedy

τ ij = 2µSij , Sij =
1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− 2

3
δij
∂ũk
∂xk

)
, µ = µref

(
p

ρ

) 3
4

. (3.14)

Složky středovaného vektoru tepelného toku qj jsou podobně jako v př́ıpadě středovaného tenzoru
vazkých napět́ı dány vztahem (2.12), tedy

qj = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂xj

(
p

ρ

)
. (3.15)

Ned́ılnou součást́ı soustavy středovaných Navierových-Stokesových rovnic je i středovaná stavová
rovnice ideálńıho plynu ve tvaru

p = (γ − 1)

[
ρẼ − 1

2
ρũj ũj − ρk

]
. (3.16)

4Rovnice (2.1), (2.2) a (2.3).
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Středovaná soustava Navierových-Stokesových rovnic obsahuje stejné členy jako soustava pro okamžité
hodnoty, ale nav́ıc se v ńı vyskytuj́ı členy, které obsahuj́ı fluktuace rychlosti, popř. fluktuace entalpie.
Posledńı člen ve středované Navierově-Stokesově rovnici (3.10), tzn. −ρu′′i u′′j , vyjadřuje vliv turbu-

lentńıho přenosu hybnosti a nazývá se tenzor Reynoldsových napět́ı (jehož složky označ́ıme τ tij).

Člen ρu′′j h
′′, který se vyskytuje ve středovaném zákonu zachováńı energie (3.11) vyjadřuje turbu-

lentńı tepelný tok, jehož složky označ́ıme qtj . Posledńı dva členy v rovnici (3.11) odpov́ıdaj́ı turbu-
lentńımu přenosu a molekulárńı difuzi turbulentńı enegie. Tyto členy jsou zanedbatelně malé pro
režimy prouděńı s Machovým č́ıslem M∞ < 5 (viz [14]), a proto budou zanedbány i v této práci.
Pro složky tenzoru Reynoldsových napět́ı τ tij lze odvodit (viz [11], nebo [12]) transportńı rovnici

∂τ tij
∂t

+
∂(ũkτ

t
ij)

∂xk
= Pij + εij −Πij +Dij −

∂

∂xk

(
τkju′′i + τkiu′′j

)
+ u′′i

∂p

∂xj
+ u′′j

∂p

∂xi
, (3.17)

kde jednotlivé výrazy na pravé straně představuj́ı:

• produkce Reynoldsových napět́ı Pij ,

Pij = −τ tik
∂ũj
∂xk
− τ tjk

∂ũi
∂xk

(3.18)

• disipace εij ,

εij = τkj
∂u′′i
∂xk

+ τki
∂u′′j
∂xk

(3.19)

• redistribuce Reynoldsových napět́ı Πij ,

Πij = p′
(
∂u′′j
∂xi

+
∂u′′i
∂xj

)
(3.20)

• turbulentńı difuze Dij ,

Dij =
∂

∂xk

(
ρu′′ku

′′
i u
′′
j

)
+

∂

∂xk

[
p′(δjku′′i + δiku′′j )

]
. (3.21)

Pokud v rovnici (3.17) polož́ıme i = j, dostaneme po úpravě transportńı rovnici pro turbulentńı
kinetickou energii (viz [12])

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρkũj)

∂xj
= τ tij

∂ũi
∂xj
− τij

∂u′′i
∂xj

+
∂

∂xj

[
τiju′′i − ρu′′j

1

2
u′′i u

′′
i − p′u′′j

]
− u′′i

∂p

∂xi
+ p′

∂u′′i
∂xi

. (3.22)

3.2 Uzavřeńı soustavy středovaných Navierových-Stokesových
rovnic

Při zkoumáńı rovnice (3.17) vycháźı najevo, že se v ńı objevuj́ı nové neznámé korelace fluktuaćı
rychlost́ı a tlaku. Pro ně lze odvodit odpov́ıdaj́ıćı transportńı rovnice, ve kterých se ale opět vyskytnou
nové neznámé korelace. Proto je nutné, v zájmu uzavřeńı soustavy rovnic, na určité úrovni zač́ıt s
aproximaćı těchto neznámých člen̊u. V současné době existuj́ı tři základńı př́ıstupy k uzavřeńı soustavy
středovaných Navierových-Stokesových rovnic:

• V prvńım př́ıpadě jsou modelovány neznámé členy př́ımo v rovnici pro tenzor Reynoldsových
napět́ı, tzn. v rovnici (3.17). Tyto modely, které se označuj́ı jako modely 2. řádu, poskytuj́ı
nejkomplexněǰśı fyzikálńı popis turbulence (z metod, které jsou založeny na středováńı soustavy
Navierových-Stokesových rovnic). Některé z těchto model̊u lze nalézt např. v [11], nebo v [12].
Nevýhodnou těchto model̊u je jejich velmi obt́ıžné numerické řešeńı, a proto se jimi v této práci
nebudeme zabývat.
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• Druhý př́ıstup spoč́ıvá př́ımo v aproximaci tenzoru Reynoldsových napět́ı zjednodušeným vzta-
hem, který je založen na analogii k Newtonovu třećımu zákonu (tzv. Boussinesqova hypotéza)
a na dimenzionálńı analýze (viz [11]). Tyto modely se označuj́ı jako modely 1. řádu.

• Třet́ı př́ıstup je určitým kompromisem předchoźıch dvou. Je založen na zjednodušeném řešeńı
rovnice pro tenzor Reynoldsových napět́ı, kde je zanedbána konvekce a difuze. Toto řešeńı poté
vede na algebraické vztahy pro složky tenzoru Reynoldsových napět́ı (viz [15], nebo [11]).

Některé z těchto postup̊u budou podrobněji popsány ńıže.

3.2.1 Modely turbulence prvńıho řádu

Tyto modely jsou založeny na př́ımé aproximaci tenzoru Reynoldsových napět́ı ~~τ t pomoćı Boussineqovy
hypotézy. Ta předpokládá, že turbulentńı přenos hybnosti je analogický k molekulárńımu přenosu hyb-
nosti, tzn. k Newtonovu třećımu zákonu. Tuto hypotézu dále rozš́ı̌rili Harlow a Nakayama (viz [11]) pro
př́ıpad obecného turbulentńıho prouděńı, kde tenzor Reynoldsových napět́ı záviśı na tenzoru rychlosti
deformace. Složky tenzoru Reynoldsových napět́ı jsou tedy aproximovány pomoćı vztahu

−ρu′′i u′′j = τ tij = 2µtSij −
2

3
δijρk, (3.23)

kde složky středovanáho tenzoru rychlosti deformace Sij jsou dány druhým vztahem v (3.14). V
aproximaci (3.23) se objevuje nová veličina µt, která představuje turbulentńı vazkost. Boussinesqova
hypotéza tedy sama o sobě neřeš́ı problém úzavěru soustavy středovaných Navierových-Stokesových
rovnic, protože jsme pouze nahradili p̊uvodńı neznámé (složky tenzoru Reynoldsových napět́ı) za jinou
neznámou veličinu (turbulentńı vazkost).
Pomoćı podobnostńı teorie a dimenzionálńı analýzy lze turbulentńı vazkost vyjádřit ve tvaru součinu
turbulentńıho rychlostńıho a turbulentńıho délkového měř́ıtka. Opět zde existuje několik kategoríı,
které se lǐśı svoj́ı komplexnost́ı:

• Algebraické modely turbulence - Obě turbulentńı měř́ıtka jsou určena pomoćı algebraických
vztah̊u. Do této skupiny patř́ı modely Prandtla, Cebeciho a Smitha, Baldwina a Lomaxe a
daľśı viz [12]. Největš́ı výhodou těchto model̊u je jejich jednoduchost, protože neńı potřeba řešit
žádnou daľśı parciálńı diferenciálńı rovnici. To je ale současně i jejich největš́ı nevýhoda, protože
výpočet obou turbulentńıch měř́ıtek je založen na empirických či poloempirických vztaźıch. To
výrazně snižuje univerzálnost (a použitelnost) těchto model̊u.

• Půlrovnicové modely turbulence - Jsou velmi podobné algebraickým model̊um, ale pro
určitou veličinu se řeš́ı obyčejná diferenciálńı rovnice. Zástupcem této tř́ıdy je např. model
Johnsona a Kinga [12].

• Jednorovnicové modely turbulence - Pro jedno z turbulentńıch měř́ıtek (většinou rychlostńı,
které je charakterizováno turbulentńı kinetickou energíı k) se řeš́ı transportńı parciálńı difer-
enciálńı rovnice. Zbylé délkové měř́ıtko je z pravidla dopoč́ıtáno z algebraického vztahu ve tvaru
Lt = f(y), což omezuje použitelnost těchto model̊u na jednodušš́ı př́ıdady rovinného prouděńı.
Jedńım z model̊u této tř́ıdy je např. Prandtl̊uv model, viz [12]. Některé modely této tř́ıdy však
řeš́ı transportńı rovnici pro jistou pomocnou veličinu, ze které je pak př́ımo určena turbulentńı
vazkost µT . Př́ıkladem takového modelu je Spalart̊uv a Allmaras̊uv model turbulence [12].

• Dvourovnicové modely turbulence - Nejrozš́ı̌reněǰśı skupina model̊u, kde jsou pro obě tur-
bulentńı měř́ıtka řešeny transportńı parciálńı diferenciálńı rovnice. Mezi nejznáměǰśı modely
této tř́ıdy patř́ı k − ε a k − ω modely [12].

Dále se budeme zabývat pouze dvourovnicovými modely turbulence, konkrétněji k − ω modelem.

TNT k − ω model

Kok̊uv TNT k − ω model (viz [13]) vycháźı z p̊uvodńıho Wilcoxova k − ω modelu (viz [12]). Název
TNT (Turbulent-NonTurbulent) dostal d́ıky analýze difuzńıch konstant (viz dále), která se provád́ı v
oblasti vněǰśı hranice mezńı vrstvy, tzn. v okoĺı hranice oblasti, kde se turbulentńı efekty projevuj́ı.
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Skládá se z transportńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii k, která charakterizuje turbulentńı
rychlostńı měř́ıtko, a dále z transportńı rovnice pro specifickou rychlost disipace ω, která charakterizuje
turbulentńı délkové měř́ıtko.
Transportńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii vycháźı z rovnice (3.22), kde jsou zanedbány
všechny členy, které obsauj́ı tlak. Toto zjednodušeńı se prakticky neprojev́ı pro režimy prouděńı s
Machovým č́ıslem M∞ < 5. Prvńı člen na pravé straně představuje produkci turbulentńı kinetické
energie

P = τ tij
∂ũi
∂xj

. (3.24)

Druhý člen na pravé straně rovnice (3.22) představuje rychlost disipace

ρε = τij
∂u′′i
∂xj

. (3.25)

V TNT modelu je mı́sto rychlosti disipace ε použita specifiká rychlost disipace ω. Tyto dvě veličiny
jsou spolu svázány vztahem

ε = β∗kω, (3.26)

kde β∗ je konstanta modelu turbulence, která bude specifikována později. Třet́ı a čtvrtý člen na pravé
straně odpov́ıdá molekulárńı difuzi, resp. turbulentńımu transportu turbulentńı kinetické energie.
Nejčastěji použ́ıvaná aproximace těchto člen̊u je

τiju′′i − ρu′′j
1

2
u′′i u

′′
i = (µ+ σ∗µt)

∂k

∂xj
, (3.27)

kde σ∗ je opět konstanta modelu turbulence. Dosazeńım vztah̊u (3.24) až (3.27) do rovnice (3.22)
źıskáme konečnou podobu transportńı rovnice pro turbulentńı kinetickou energii

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρkũj)

∂xj
= P − β∗ρkω +

∂

∂xj

[
(µ+ σ∗µt)

∂k

∂xj

]
. (3.28)

Transportńı rovnici pro specifickou rychlost disipace lze odvodit pomoćı transformace transportńıch
rovnic pro turbulentńı kinetickou energii k a rychlost disipace ε (viz [11]). Jej́ı tvar má podobu

∂(ρω)

∂t
+
∂(ρωũj)

∂xj
= α

ω

k
P − βρω2 +

∂

∂xj

[
(µ+ σµt)

∂ω

∂xj

]
+ σd

ρ

ω
max

(
∂k

∂xj

∂ω

∂xj
, 0

)
, (3.29)

kde α, β, σ a σd jsou modelové konstanty. Na rozd́ıl od p̊uvodńı rovnice, kterou navrhl Wilcox (viz
[12]), se v ńı objevuje posledńı člen na pravé straně, který představuje př́ıčnou difuzi. Tento člen,
společně s vhodnou volbou modelových konstant, odstraňuje citlivost na hodnotě specifické rychlosti
disipace v nerozrušeném proudu.
Turbulentńı vazkost µt je nakonec dána vztahem

µt = Cµ
ρk

ω
, (3.30)

kde koeficient turbulentńı vazkosti Cµ = 1.

Kalibrace modelových konstant

Konstanty modelu turbulence lze určit na základě jednoduchých př́ıpad̊u prouděńı, př́ıpadně nume-
rickou optimalizaćı. Prvńı vztah můžeme źıskat z rozpadu homogenńı izotopńı turbulence. V takovém
př́ıpadě lze v rovnićıch pro turbulentńı kinetickou energii (3.28) a specifickou rychlost disipace (3.29)
zanedbat konvekci, difuzi a produkci, takže se redukuj́ı na obyčejné diferenciálńı rovnice

dk

dt
= −β∗kω, dω

dt
= −β∗ω2. (3.31)

Řešeńı soustavy rovnic (3.31) vede na vztah

k ∼ t−β
∗/β . (3.32)
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Experimenty ukazuj́ı, že k ∼ t−n, kde n = 1.25 ± 0.06 (viz [12]). Po porovnáńı se vztahem (3.32)
dostaneme vztah pro poměr modelových konstant

β∗

β
=

6

5
, (3.33)

který odpov́ıdá spodńı části intervalu experimentálńıch hodnot.
Daľśı vztahy lze odvodit z př́ıpadu obtékáńı deseky s nulovým gradientem tlaku. V logaritmické
části mezńı vrstvy plat́ı, že je dostatečně vzdálená od stěny a můžeme tedy zanedbat vliv molekulárńı
vazkosti. Zároveň je ale dostatečně bĺızko na to, abychom mohli zanedbat konvekci. V takovém př́ıpadě
se transportńı rovnice modelu turbulence společně se středovanými hybnostńımi rovnicemi zjednoduš́ı
do tvaru

0 =
∂

∂y

[
νt
∂ũ

∂y

]
0 = νt

(
∂ũ

∂y

)2

− β∗kω + σ∗
∂

∂y

[
νt
∂k

∂y

]
0 = α

(
∂ũ

∂y

)2

− βω2 + σ
∂

∂y

[
νt
∂ω

∂y

]
, (3.34)

kde νt = µt/ρ je kinematická turbulentńı vazkost. Řešeńı soustavy rovnic (3.34) je

ũ =
uτ
κ

ln y + const., k =
u2
τ√
β∗
, ω =

uτ√
β∗κy

, (3.35)

kde uτ je tzv. třećı rychlost a κ je von Kármánova konstanta. Dosazeńım řešeńı (3.35) zpět do soustavy
(3.34) obdrž́ıme vztah pro modelovou konstantu α,

α =
β

β∗
− σκ2

√
β∗

(3.36)

a dále pro složku tenzoru Reynoldsových napět́ı τ txy,

τ txy = u2
τ . (3.37)

Z experimentálńıch měřeńı lze vypozorovat, že poměr složky tenzoru Reynoldsových napět́ı τ txy ku
turbulentńı kinetické energii k v logaritmické části mezńı vrstvy je přibližně 3/10 (viz [12]). Použit́ım
druhého vztahu v (3.35) a (3.37) vyč́ısĺıme modelovou konstantu β∗ = 0.09. Následně můžeme pomoćı
vztahu (3.33) a hodnoty β∗ vyč́ıslit i modelovou konstantu β = 0.075.
Analýza vazké podvrstvy mezńı vrstvy (viz [12]) ukazuje, že optimálńı hodnota pro modelovou kon-
stantu σ je 1/2. V takovém př́ıpadě je možné integrovat rovnice modelu turbulence s přijatelným
výsledkem až ke stěně bez použit́ı tlumı́ćıch funkćı. Dosazeńım hodnot β∗ = 0.09, β = 0.075, σ = 0.5
a κ = 0.41 do vztahu (3.36) dostaneme hodnotu modelové konstanty α = 0.553.
Zbylé dvě konstanty (σ∗ a σd) maj́ı ve vnitřńı části mezńı vrstvy malý vliv a jejich hodnoty se proto
odvozuj́ı z rozboru chováńı prouděńı v bĺızkosti vněǰśı hranice mezńı vrstvy. Transportńı rovnice
modelu turbulence společně se středovanými hybnostńımi rovnicemi se redukuj́ı (viz např. [16]) na

vC
∂ũ

∂y
=

∂

∂y

[
νt
∂ũ

∂y

]
vC
∂k

∂y
= σ∗

∂

∂y

[
νt
∂k

∂y

]
vC
∂ω

∂y
= σ

∂

∂y

[
νt
∂ω

∂y

]
+ σd

νt
k

∂k

∂y

∂ω

∂y
, (3.38)

př́ıčemž předpokládáme, že konvektivńı rychlost vC je pro tento př́ıpad konstantńı. Řešeńım soustavy
rovnic (3.38) je

ũ(y) = uchf
σ∗σ/(σ−σ∗+σd)

k(y) = kchf
σ/(σ−σ∗+σd)

ω(y) = ωchf
(σ∗−σd)/(σ−σ∗+σd), (3.39)
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kde indexem ch jsou označeny charakteristické hodnoty dané úlohy a funkce f je dána vztahem

f(y) = max

(
Lch − y
Lch

, 0

)
. (3.40)

Pokud maj́ı vztahy (3.39) tvořit alespoň slabé řešeńı soustavy (3.38), muśı splňovat podmı́nky, které
odvodil Kok (viz [13]). Tyto podmńınky jsou formulovány v podobě následuj́ıćı soustavy nerovnic:

σ − σ∗ + σd > 0

σ∗ − σd > 0

σ − σ∗ + σd ≤ σ∗σ. (3.41)

Dále se předpokládá, že σ∗ > 0.5 a σ > 0. Na základě podmı́nek (3.41) byly Kokem zvoleny hodnoty
modelových konstant σ∗ = 2/3 a σd = 1/2.

3.2.2 Modely turbulence s algebraickými rovnicemi pro složky tenzoru
Reynoldsových napět́ı

Modely turbulence prvńıho řádu (zejména dvourovnicové modely) jsou použitelné pro poměrně značný
rozsah technických aplikaćı. Existuje však několik podstatných př́ıpad̊u prouděńı, kde tyto modely
částečně, nebo úplně selhávaj́ı. Mezi nejd̊uležitěǰśı př́ıpady patř́ı:

• Prouděńı s náhlou změnou v rychlosti deformace.

• Obtékáńı (hodně) zakřivených ploch.

• Prouděńı v kanálech se sekundárńım prouděńım.

• Prouděńı rotuj́ıćıch tekutin.

• Prostorové prouděńı.

• Prouděńı s odtržeńım mezńı vrstvy.

V těchto př́ıpadech již nevystač́ıme s lineárńımi modely turbulence, které jsou založeny na Boussi-
nesqově hypotéze. Nedostatečný fyzikálńı popis turbulence pomoćı lineárńıch model̊u lze odstranit
použit́ım model̊u druhého řádu. Ty se ovšem skládaj́ı z šesti nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch
rovnic pro jednotlivé složky tenzoru Reynoldsových napět́ı (který je symetrický) a dále z daľśı trans-
portńı rovnice pro veličinu, která charakterizuje turbulentńı délkové měř́ıtko5.
Řešeńı daľśıch sedmi parciálńıch diferenciálńıch rovnic klade zvýšené nároky na výpočeńı výkon a
dále se ukazuje, že numerické řešeńı těchto rovnic je velmi obt́ıžné. Zanedbáńı konvekce a difuze v
těchto rovnićıch a následné aproximace vedou na soustavu nelineárńıch algebraických rovnic (viz [15]),
kterou lze zapsat symbolicky ve tvaru

fij(akl, S
∗
kl,Ω

∗
kl) = 0, (3.42)

kde akl jsou složky symetrického tenzoru anizotropie Reynoldsových napět́ı, který je definován vzta-
hem

akl =
u′′ku

′′
l

k
− 2

3
δkl. (3.43)

Soustava rovnic (3.42) záviśı na bezrozměrném středovaném tenzoru rychlosti deformace

S∗kl = τSkl =
τ

2

(
∂ũk
∂xl

+
∂ũl
∂xk
− 2

3
δkl

∂ũm
∂xm

)
, (3.44)

resp. na bezrozměrném středovaném tenzoru rotace

Ω∗kl = τΩkl =
τ

2

(
∂ũk
∂xl
− ∂ũl
∂xk

)
, (3.45)

5Nejčastěji rychlost disipace ε, ale existuj́ı i formulace pro specifickou rychlost disipace ω.
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kde τ je turbulentńı časové měř́ıtko, které odpov́ıdá převrácené hodnotě specifické rychlosti disipace
ω. Soustava rovnic (3.42) neobsahuje difuzi ani tlumı́ćı členy, a proto je numericky velmi nestabilńı.
Dı́ky tomu nepřináš́ı prakticky žádné výhody oproti model̊um, které jsou založeny na diferenciálńı
rovnici pro složky tenzoru Reynoldsových napět́ı. Proto byly v posledńıch letech navrženy modely,
které vyjadřuj́ı složky tenzoru Reynoldsových napět́ı pomoćı explicitńıch nelineárńıch vztah̊u. V našem
př́ıpadě poṕı̌seme EARSM model, který vyvinuli Wallin a Johansson (viz [15]).
Explicitńı vztah pro tenzor anizotropie byl navržen pomoćı teorie lineárńı algebry tak, že symetrický
tenzor druhého řádu má být vyjádřen pomoćı dvou tenzor̊u druhého řádu - symetrického (3.44) a an-
tisymetrického (3.45). Nejobecněǰśı tvar tohoto vyjádřeńı obsahuje deset nezávislých skupin, přičemž
všechny kombinace vyšš́ıch řádu lze redukovat pomoćı Cayleyho-Hamiltonova teorému (viz [15]). Pro
prostorové prouděńı lze počet nezávislých skupin redukovat na pět skupin a výsledný výraz má tvar

aij = β1S
∗
ij

+ β3

(
Ω∗ikΩ∗kj −

1

3
II Ωδij

)
+ β4(S∗ikΩ∗kj − Ω∗ikS

∗
kj)

+ β6

(
S∗ikΩ∗klΩ

∗
lj + Ω∗ikΩ∗klS

∗
lj −

2

3
IV δij

)
+ β9(Ω∗ikS

∗
klΩ
∗
lmΩ∗mj − Ω∗ikΩ∗klS

∗
lmΩ∗mj). (3.46)

Koeficienty β1 až β9 jsou obecně funkcemi pěti nezávislých invariant̊u kombinaćı
~~S∗ a

~~Ω∗

II Ω = Ω∗klΩ
∗
lk, (3.47)

II S = S∗klS
∗
lk, (3.48)

III S = S∗klS
∗
lmS

∗
mk, (3.49)

IV = S∗klΩ
∗
lmΩ∗mk, (3.50)

V = S∗klS
∗
lmΩ∗mnΩ∗nk (3.51)

a dále záviśı na parametru N , který odpov́ıdá poměru produkce a rychlosti disipace turbulentńı kinet-
ické energie. Jeho vyjádřeńı vycháźı z kombinace obecné rovnice pro tenzor anizotropie (3.46) a řešeńı
zjednodušené soustavy nelineárńıch algebraických rovnic (3.42), viz [15], nebo [11]. Pro prostorové
prouděńı dostaneme rovnici šestého stupně pro N

N6−C ′1N5−
(

27

10
II S+

5

2
II Ω

)
N4+

5

2
C ′1II ΩN

3+

(
II 2

Ω+
189

20
II SII Ω−

81

5
V

)
N2−C ′1II 2

ΩN−
81

5
IV 2 = 0,

(3.52)
jej́ıž řešeńı nelze nalézt v uzavřeném tvaru, a proto se určuje iteračně. Pro rovinné prouděńı se tato
rovnice zjednoduš́ı na kubickou rovnici (viz [15])

N3
c − C ′1N2

c −
(

27

10
II S + 2II Ω

)
Nc + 2C ′1II Ω = 0, (3.53)

která má řešeńı

Nc =


C′1
3 +

(
P1 +

√
P2

) 1
3 + sign

(
P1 −

√
P2

)∣∣(P1 −
√
P2

∣∣ 13 pro P2 ≥ 0

C′1
3 + 2

(
P 2

1 − P2

) 1
6 cos

[
1
3 arccos

(
P1√
P 2

1−P2

)]
pro P2 < 0

(3.54)

kde P1 a P2 jsou dány vztahy

P1 =

(
C ′21
27

+
9

20
II S −

2

3
II Ω

)
C ′1, resp. P2 = P 2

1 −
(
C ′21
9

+
9

10
II S +

2

3
II Ω

)3

. (3.55)

Řešeńı (3.54) lze použ́ıt jako počátečńı přibĺıžeńı v iteračńım procesu pro rovnici (3.52), př́ıpadně lze
zvolit př́ımo N ≈ Nc, což je dostatečná aproximace pro většinu aplikaćı, viz [15]. Lepš́ı aproximaci
lze dostat pomoćı perturbace invariant̊u IV a V v okoĺı dvourozměrného řešeńı, což vede na vztah

N ≈ Nc +
162
[
IV 2 + (V − 0.5II SII Ω)N2

c

]
20N4

c (Nc − 0.5C ′1)− II Ω(10N3
c + 15C ′1N

2
c ) + 10C ′1II 2

Ω

. (3.56)
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Pomoćı invariant̊u (3.47) až (3.51) a parametu N můžeme vyjádřit koeficienty βi:

β1 = −N(2N2 − 7II Ω)

Q
, β3 = −12N−1IV

Q
, β4 = −2(N2 − 2II Ω)

Q
, β6 = −6N

Q
, β9 =

6

Q
, (3.57)

kde jmenovatel Q má tvar

Q =
5

6
(N2 − 2II Ω)(2N2 − II Ω). (3.58)

Pro úplnost ještě zbývá definovat turbulentńı časové měř́ıtko τ ,

τ = max

(
1

β∗ω
, Cτ

√
µ

β∗ρkω

)
. (3.59)

Konstanty EARSM modelu jsou C ′1 = 1.8 a Cτ = 6, viz [15]. Z uvedeného modelu je zřejmé, že
se jedná pouze o konstitutivńı vztahy. Ty je potřeba doplnit o transportńı rovnice pro turbulentńı
kinetickou energii k a specifickou rychlost disipace ω. Výše popsaný model lze doplnit rovnicemi TNT
k − ω modelu, tzn. rovnicemi (3.28) a (3.29), př́ıpadně rovnicemi p̊uvodńıho Wilcoxova modelu, viz
[15].
Dále je vhodné přeformulovat konstitutivńı vztahy pro tenzor anizotropie do podoby rovnice pro
tenzor Reynoldsových napět́ı, tedy

−ρu′′i u′′j = τ tij = 2µtSij −
2

3
δijρk − ρka(ex)

ij , (3.60)

kde a
(ex)
ij jsou složky tenzoru př́ıdavné anizotropie, který definujeme jako

a
(ex)
ij = β3

(
Ω∗ikΩ∗kj −

1

3
II Ωδij

)
+ β4(S∗ikΩ∗kj − Ω∗ikS

∗
kj)

+ β6

(
S∗ikΩ∗klΩ

∗
lj + Ω∗ikΩ∗klS

∗
lj − II ΩS

∗
ij −

2

3
IV δij

)
+ β9(Ω∗ikS

∗
klΩ
∗
lmΩ∗mj − Ω∗ikΩ∗klS

∗
lmΩ∗mj) (3.61)

a turbulentńı vazkost µt je dána vztahem

µt = Cµρkτ = −1

2
(β1 + II Ωβ6)ρkτ. (3.62)

Pro rovinné prouděńı existuj́ı pouze dva nenulové koeficieny, β1 a β4, které jsou definovány jako

β
(2D)
1 = −6

5

Nc
N2
c − 2II Ω

, β
(2D)
4 = −6

5

1

N2
c − 2II Ω

, (3.63)

takže se vztahy pro př́ıdavnou anizotropii (3.61), resp. turbulentńı vazkost (3.62) výrazně zjednoduš́ı.
Př́ıdavná anizotropie pro rovninné prouděńı má tvar

a
(ex)
ij = β

(2D)
4 (S∗ikΩ∗kj − Ω∗ikS

∗
kj). (3.64)

Turbulentńı vazkost pro rovninné prouděńı je dána vztahem

µt = Cµρkτ = −1

2
β

(2D)
1 ρkτ. (3.65)

Rekalibrace modelových konstant TNT modelu pro EARSM

Hellsten ve své práci ukazuje (viz [16]), že ne každý dvourovnicový model lze použ́ıt ve spojeńı s
konstitutivńımi vztahy EARSM modelu. Spojeńı EARSM vztah̊u s TNT k − ω modelem produkuje
nefyzikálně ostré pr̊uběhy rychlostńıch profil̊u na hranici mezńı vrstvy, viz [16], nebo obrázek 7.5. To je
zp̊usobeno t́ım, že difuzńı konstanty σ∗ a σd byly odvozeny za předpokladu lineárńıho vztahu mezi ten-
zorem Reynoldsových napět́ı a tenzorem rychlosti deformace, tzn. za Boussinesqovy hypotézy. Ta dále
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předpokládá, že koeficient turbulentńı vazkosti Cµ je konstantńı. Naštěst́ı je vliv člen̊u vyšš́ıho řádu v
bĺızkosti vněǰśı hranice mezńı vrstvy zanedbatelný (viz [16]) a jediný podstatný rozd́ıl proti lineárńım
model̊um je fakt, že koeficient Cµ je v př́ıpadě nelineárńıch konstitutivńıch model̊u proměnný.
V následuj́ıćı analýze předpokládáme, že koeficient Cµ lze vyjádřit v mocninném tvaru podobně jako
veličiny ũ, k a ω, tzn. řešeńı soustavy (3.38). Protože plat́ı, že νt ∼ f (viz [13]) a νt = Cµk/ω, můžeme
předpokládat, že pokud koeficient Cµ je úměrný fm potom poměr k/ω je úměrný f1−m. Za výše
uvedených předpoklad̊u se řešeńı soustavy rovnic (3.38) modifikuje na

ũ(y) = uchf
σ∗σ(1−m)/(σ−σ∗+σd)

k(y) = kchf
σ(1−m)/(σ−σ∗+σd)

ω(y) = ωchf
(σ∗−σd)(1−m)/(σ−σ∗+σd). (3.66)

Je zřejmé, že modifikované vztahy (3.66) budou slabým řešeńım soustavy (3.38) pokud m < 1. Nav́ıc
pro m < 0 bude koeficient Cµ se zmenšuj́ıćı se vzdálenost́ı k vněǰśı hranici mezńı vrstvy rostoućı a
řešeńı v okoĺı hranice bude hladš́ı. Pro př́ıdad m > 0 bude situace opačná. Se zmenšuj́ıćı se vzdálenost́ı
k vněǰśı hranici mezńı vrstvy je koeficient Cµ klesaj́ıćı a řešeńı bude mı́t nefyzikálně ostré pr̊uběhy.
Pro EARSM model plat́ı, že koeficient Cµ přibližně odpov́ıdá převrácené hodnotě parametru S =√

2S∗ijS
∗
ij , viz [16]. Z toho vyplývá, že situace, kde S roste se zmenšuj́ıćı se vzdálenost́ı k vněǰśı

hranici mezńı vrstvy je nepř́ıznivá. Parametr S pro tento př́ıpad je dán vztahem

S =
1

ω

∂ũ

∂y
∼ f [σ∗σ(1−m)+(σ∗−σd)m−σ]/(σ−σ∗+σd). (3.67)

Vzhledem k předchoźım poznatk̊um je zřejmé, že požadujeme, aby parametr S byl konstantńı nebo
klesaj́ıćı se zmenšuj́ıćı se vzdálenost́ı k vněǰśı hranici mezńı vrstvy. To lze zajistit požadavkem na
nezápornost exponentu ve vztahu (3.67), který vede na podmı́nku

σ∗ ≥ σ +mσd
σ +m(1− σ)

, (3.68)

kde m je neznámý parametr. Př́ıpady, kde m > 0 můžeme vyloučit, protože kladné hodnoty tohoto
parametru odpov́ıdaj́ı klesaj́ıćım hodnotám koeficientu Cµ. Pro m = 0 dostaneme podmı́nku σ∗ ≥ 1.
Podle Hellstena (viz [16]) je bezpečněǰśı požadovat ostrou nerovnost, tedy

σ∗ > 1. (3.69)

Pro př́ıpady, kde m < 0 plat́ı, že podmı́nka (3.68) bude obsažena v (3.69) pokud σd > 1− σ. To bude
splňeno za předpokladu platnosti prvńı podmı́nky v (3.41) a pokud σ∗ ≥ 1. Z uvedeného tedy vyplývá,
že postačuj́ıćı je požadovat splněńı podmı́nky (3.69) a dále prvńıch dvou podmı́nek z (3.41), které
z̊ustanou nezměněny. Posledńı podmı́nka z (3.41) bude za předpoklad̊u platnosti podmı́nky (3.69) a
prvńıch dvou podmı́nek v (3.41) splněna vždy.
Pro difuzńı konstanty v př́ıpadě nelineárńıho modelováńı konstitutivńıch vztah̊u tedy plat́ı modifiko-
vaná soustava nerovnic:

σ − σ∗ + σd > 0

σ∗ − σd > 0

σ∗ > 1. (3.70)

Naše strategie při volbě nových hodnot modelových konstant vycháźı z myšlenky, že konstanty muśı
splňovat podmı́nky (3.70) a dále by měly být co nejbĺıže p̊uvodńım hodnotám TNT modelu. Podle
posledńı nerovnice v soustavě (3.70) tedy voĺıme hodnotu σ∗ = 1.01. Dosazeńım této hodnoty do
prvńı nerovnice v (3.70) dostaneme, že konstanta σd > 0.51. Dosazeńım σ∗ do druhé nerovnice v
(3.70) dostaneme, že σd < 1.01 a v kombinaci s předchoźı nerovnost́ı σd ∈ (0.51, 1.01). Jej́ı hodnotu
voĺıme jako dolńı mez, tzn. σd = 0.52. Na závěr poznamenejme, že nově zvolené modelové konstany
σ∗ = 1.01 a σd = 0.52 splňuj́ı Hellstenovy podmı́nky pro nelineárńı modelováńı (3.70) i p̊uvodńı
Kokovy podmı́nky (3.41). Volba nových hodnot modelových konstant byla publikována v [47] a [49].
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3.2.3 Aproximace turbulentńıho tepelného toku

K uzavřeńı soustavy středovaných Navierových-Stokesových rovnic je ještě nutné aproximovat turbu-
lentńı tepelný tok ~qt. Ten je obvykle modelován pomoćı předpokladu o př́ıdavné turbulentńı tepelné
vodivosti, který je ekvivalentem k Boussinesqově hypotéze (viz [11]). Jednotlivé složky vektoru tur-
bulentńıho tepelného toku jsou aproximovány vztahem

ρu′′j h
′′ = qtj = − γ

γ − 1

µt
Prt

∂

∂xj

(
p

ρ

)
, (3.71)

kde Prt je turbulentńı Prandtlovo č́ıslo6. Tento př́ıstup se obvykle použ́ıvá pro modely turbulence
prvńıho i druhého řádu.

3.3 Simulace velkých v́ır̊u

Již v úvodu této kapitoly bylo naznačeno, že př́ımá numerická simulace (DNS) je pro řešeńı prouděńı v
reálných okrajových podmı́nkách nepoužitelná z d̊uvodu př́ılǐs velké náročnosti na pamět’ a výpočetńı
výkon současných poč́ıtač̊u. Tyto nároky vyplývaj́ı z faktu, že DNS př́ımo reprezentuje veškeré v́ırové
struktury od největš́ıch, které odpov́ıdaj́ı geometrii dané úlohy až po nejmenš́ı, ve kterých prob́ıhá
vazká disipace. Simulace velkých v́ır̊u (LES) je založena na myšlence, že většina energie je obsažena ve
velkých v́ırech. Ty jsou tedy reprezentovány př́ımo, zat́ımco menš́ı v́ıry jsou odfiltrovány a následně
modelovány pomoćı tzv. subgridńıch model̊u. Vzhledem k tomu, že se velká část výpočetńıho výkonu
pro DNS spotřebuje právě na př́ımou reprezentaci malých v́ırových struktur, klade LES metoda
výrazně menš́ı nároky na výpočetńı techniku.
Přirozenou otázkou je, jak velké v́ıry by měly být reprezenotvány př́ımo. Na tuto otázku nám může
odpovědět koncept tzv. energetické kaskády [17] (viz obr. 3.1). Tato koncepce předpokládá, že turbu-
lentńı kinetická energie je generována vněǰśımi silami v oblasti velkých v́ır̊u, které jsou srovnatelné s
charakteristickým rozměrem dané úlohy. Tyto v́ıry se vlivem nelineárńıho mechanismu konvektivńıch
člen̊u protahuj́ı, deforumuj́ı a následně rozpadaj́ı na menš́ı v́ıry, přičemž se turbulentńı energie trans-
portuje do stále menš́ıch v́ır̊u. Nakonec se energie obsažená v nejmenš́ıch v́ırech přeměńı na teplo
vlivem vazké disipace.

E(k)

k
Oblast velkých vírů Vnitřní podoblast Disipativní víry

Obrázek 3.1: Energetická kaskáda (v logaritmických souřadnićıch).

6V našich výpočtech uvažujeme Prt = 0.9.
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V oblasti velkých v́ır̊u docháźı ke generováńı turbulentńı kinetické energie vlivem vněǰśıch sil,
nebo nestability uvnitř proudového pole. Mechanismy generováńı turbulence mohou být r̊uzné, a
proto tato oblast nemá univerzálńı charakter. Ve vnitřńı podoblasti docháźı k transportu turbulentńı
kinetické energie z velkých v́ır̊u do menš́ıch. Velikost této oblasti záviśı na velikosti Reynoldsova č́ısla
a energetické spektrum v této části je známé jako Kolmogorov̊uv zákon (viz [12], nebo [17])

E(k) = CKε
2/3k−5/3, (3.72)

kde CK je Kolmogorovova konstanta, která nabývá hodnoty od 1.4 do 1.7. Posledńı část energetické
kaskády zahrnuje nejmenš́ı v́ıry, jejichž prostřednictv́ım je turbulentńı kinetická energie disipována
na teplo. Tyto v́ıry jsou prakticky izotropńı a lze je modelovat pomoćı Boussinesqovy hypotézy.
Základńı myšlenkou LES metody je tedy př́ımo reprezentovat turbulentńı struktury z oblasti velkých
v́ır̊u a modelovat malé v́ıry, ve kterých prob́ıhá disipace energie. Hranice mezi př́ımou reprezentaćı a
modelováńım lež́ı ve vnitřńı podoblasti a záviśı na výpočetńı śıti.
Separace velkých turbulentńıch struktur, které jsou rozřešeny př́ımo, od malých, které je nutné mode-
lovat, se provád́ı pomoćı tzv. filtrace soustavy Navierových-Stokesových rovnic. Okamžité hodnoty
neznámých veličin se podobně jako v př́ıpadě časového středováńı rozlož́ı na přefiltrovanou část Φ a
zbytek reprezentuj́ıćı malá měř́ıtka Φ′, tedy

Φ = Φ + Φ′. (3.73)

Poznámka 3.3.1. Dekompozice (3.73) je zde označena stejně jako v př́ıpadě Reynoldsova středováńı.
Nyńı jde ovšem o prostorové filtrováńı, nikoliv o časové středováńı a stejné značeńı zde zachováváme
z d̊uvodu formálńı podobnosti základńıch rovnic.

Přefiltrovaná hodnota Φ je definována jako

Φ(~x, t) =

ˆ
D

G(~r,∆)Φ(~x− ~r, t)d~r = G ∗ Φ(~x, t), (3.74)

hvězdička * znač́ı operátor konvoluce a D je daná oblast. Funkce G(~r,∆) se nazývá jádrem konvoluce
(neboli filtru) a plat́ı pro ni podmı́nka

ˆ
D

G(~r,∆)d~r = 1. (3.75)

Jestliže pro velká měř́ıtka plat́ı vztah (3.74), pak pro odfiltrovaná malá měř́ıtka můžeme psát

Φ′(~x, t) = (1−G(~r,∆)) ∗ Φ(~x, t). (3.76)

Parametr ∆ je š́ı̌rka filtru, která určuje velikost oblasti malých měř́ıtek, které je nutné modelovat.
Mezi nejčastěji použ́ıvané filtry patř́ı tzv. Box filtr, který je definován jako

G(~r,∆) =

{
1/∆3 pro |~r| ≤ ∆/2
0 pro |~r| > ∆/2.

(3.77)

Poznámka 3.3.2. Box filtr se často použ́ıvá pro numerické řešeńı metodou konečných objem̊u,
přičemž š́ıřka filtru ∆ odpov́ıdá velikosti buňky výpočetńı śıtě.

Daľśı standardně použ́ıvané filtry jsou Gauss̊uv filtr

G(~r,∆) =

(
6

π∆2

)1/2

exp

(
− 6|~r|2

∆2

)
(3.78)

a spektrálńı filtr

G(~r,∆) =

3∏
i=1

sin (ri/∆)

ri
, (3.79)

které se použ́ıvaj́ı pro numerické řešeńı spektrálńımi metodami, které jsou založeny na rychlé Fourierově
transformaci (podrobněji např. v [21], [22], nebo [23]).

Na rozd́ıl od Reynoldsova středováńı zde neplat́ı, že Φ = Φ, nebot’

Φ = G ∗G ∗ Φ = G2 ∗ Φ 6= G ∗ Φ = Φ (3.80)
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a dále neplat́ı, že Φ′ = 0, protože

Φ′ = G ∗ (1−G) ∗ Φ 6= 0. (3.81)

Podobně jako v př́ıpadě středováńı Navierových-Stokesových rovnic pro stlačitelné prouděńı se pro
simulaci velkých v́ır̊u zavád́ı filtrováńı, které je vážené hustotou, tedy tzv. Favrovo filtrováńı. To
můžeme pro obecnou veličinu Φ definovat jako

Φ̃ =
ρΦ

ρ
(3.82)

a okamžité hodnoty neznámých veličin lze rozložit jako

Φ = Φ̃ + Φ′′, (3.83)

kde Φ′′ znač́ı odfiltrovaná malá měř́ıtka turbulence.

Poznámka 3.3.3. Dekompozice (3.83) je zde označena stejně jako v př́ıpadě Favrova středováńı.
Nyńı jde ovšem o prostorové filtrováńı, nikoliv o časové středováńı a stejné značeńı zde zachováváme
z d̊uvodu formálńı podobnosti základńıch rovnic.

Pokud použijeme dekompozici (3.73) pro okamžité hodnoty hustoty ρ a tlaku p a dekompozici
(3.83) pro okamžité hodnoty složek vektoru rychlosti uj a pro okamžitou celkovou energii E, dostaneme
dosazeńım do soustavy Navierových-Stokesových rovnic7 a následným filtrováńım soustavu filtrovaných
Navierových-Stokesových rovnic:

∂ρ

∂t
+
∂(ρũj)

∂xj
= 0 (3.84)

∂(ρũi)

∂t
+
∂(ρũiũj)

∂xj
+

∂p

∂xi
=
∂τ̂ij
∂xj

+
∂

∂xj

[
−
(
ρũiuj − ρũiũj

)]
+

∂

∂xj

(
τ ij − τ̂ij

)
(3.85)

∂(ρẼ)

∂t
+

∂

∂xj

[
(ρẼ + p)ũj

]
=
∂
(
τ̂ij ũi

)
∂xj

− ∂q̂j
∂xj

+ Z, (3.86)

kde člen Z je dán předpisem

− ∂

∂xj

[(
ρujE − ρũjẼ

)
+
(
ujp− ũjp

)
−
(
τijui − τ̂ij ũi

)
+
(
qj − q̂j

)]
, (3.87)

přefiltrované složky tenzoru vazkých napět́ı jsou definovány jako

τ̂ij = 2µSij , Sij =
1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− 2

3
δij
∂ũk
∂xk

)
, µ = µref

(
p

ρ

) 3
4

, (3.88)

složky tepelného toku jako

q̂j = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂xj

(
p

ρ

)
(3.89)

a tlak pomoćı filtrované stavové rovnice (2.5), tzn.

p = (γ − 1)

[
ρẼ − 1

2
ρũj ũj −

1

2
ρ
(
ũiui − ũiũi

)]
. (3.90)

7Rovnice (2.1), (2.2) a (2.3).
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3.4 Uzavřeńı soustavy filtrovaných Navierových-Stokesových
rovnic

Podobně, jako tomu bylo v př́ıpadě soustavy středovaných Navierových-Stokesových rovnic, je i sou-
stava filtrovaných Navierových-Stokesových rovnic formálně shodná s p̊uvodńı soustavou rovnic až na
nové členy, které vznikly aplikaćı operace filtrováńı. Tyto nové členy je nutné aproximovat. Druhý člen
na pravé straně v hybnostńı rovnici (3.85), tedy −(ρũiuj−ρũiũj) vyjadřuje vliv turbulentńıho přenosu
hybnosti malých měř́ıtek, které je nutné modelovat a nazývá se subgridńı tenzor Reynoldosvých napět́ı.
Jeho složky označ́ıme τSGSij . Vzhledem k tomu, že malá turbulentńı měř́ıtka jsou téměř izotropńı, se
subgridńı tenzor Reynoldsových napět́ı modeluje pomoćı Boussinesqovy hypotézy

τSGSij = −(ρũiuj − ρũiũj) = 2µSGSSij −
2

3
δijρkSGS , (3.91)

kde µSGS je subgridńı vazkost a kSGS je subgridńı kinetická energie. Existuj́ı dva základńı postupy,
jak modelovat členy ve vztahu (3.91):

• Algebraické modely - Subgridńı vazkost záviśı na velikosti rychlosti deformace, š́ı̌rce filtru a
konstantě, která se měńı v závislosti na řešeném př́ıpadu prouděńı. Subgridńı kinetická energie
se zanedbává. Tento model se nazývá Smagorinského model. Jeho největš́ı výhodou je jeho
jednoduchost. Největš́ı nevýhodou je fakt, že muśıme pro r̊uzné př́ıpady prouděńı zadávat tzv.
Smagorinského konstantu. Tento problém odstraňuje dynamický Smagorinského model, kde je
tato konstanta poč́ıtána v pr̊uběhu vlastńıho výpočtu (podrobněji viz [17], nebo [19]).

• Jednorovnicové modely - Subgridńı vazkost v těchto modelech lze vyjádřit ve tvaru součinu
rychlostńıho a délkového měř́ıtka. Rychlostńı měř́ıtko zde představuje subgridńı kinetická energie
kSGS , pro kterou je řešena transportńı rovnice. Délkové měř́ıtko pak záviśı na š́ı̌rce filtru ∆.
Podroběji o těchto modelech viz [24].

Posledńı člen v rovnici (3.85) vznikl d́ıky nelinearitě vztahu pro turbulentńı vazkost (2.8). Jeho vliv
je velmi malý (viz [18]), a proto ho lze zanedbat.
Také v zákonu zachováńı energie vzniknou po filtrováńı nové členy, se kterými se muśıme vypořádat.
Všechny tyto členy jsou obsaženy v pomocném vztahu (3.87). Posledńı člen v tomto vztahu opět vznikl
d́ıky nelinearitě turbulentńı vazkosti a můžeme ho zanedbat. Předposledńı člen odpov́ıdá subgridńı
vazké difuzi a je o řád menš́ı než zbylé dva členy (viz [18]), takže je možné ho také zanedbat. Prvńı
dva členy ve vztahu (3.87) lze přepsat do tvaru(

ρujE − ρũjẼ
)

+
(
ujp− ũjp

)
= qSGSj + Ij , (3.92)

kde qSGSj jsou složky vektoru subgridńıho tepelného toku, které jsou definovány jako

qSGSj = cpρ
(
ũjT − ũj T̃

)
(3.93)

a Ij odpov́ıdá subgridńı turbulentńı difuzi, která je dána vztahem

Ij =
1

2

(
ρũjuiui − ρũj ũiui

)
. (3.94)

Subgridńı tepelný tok lze aproximovat za pomoci analogie k Boussinesqově hypotéze (viz [20]) podobně
jako v př́ıpadě středovaných Navierových-Stokesových rovnic v kapitole 3.2.3, tzn.

qSGSj = cpρ
(
ũjT − ũj T̃

)
≈ − γ

γ − 1

µSGS
Prt

∂

∂xj

(
p

ρ

)
, (3.95)

Subgridńı turbulentńı difuzi Ij lze podle [20] aproximovat jako

Ij =
1

2

(
ρũjuiui − ρũj ũiui

)
≈ −ũiτSGSij . (3.96)

Posledńı nově vzniklý člen se objevuje ve filtrované stavové rovnici (3.90). Ten odpov́ıdá subgridńı
kinetické energii kSGS , tedy

kSGS =
ũiui − ũiũi

2
= −τ

SGS
ii

2ρ
. (3.97)
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3.4.1 X-LES model

I když je simulace velkých v́ır̊u v porovnáńı s př́ımou numerickou simulaćı méně náročná na výpočetńı
techniku, nelze ji v současnosti použ́ıt pro výpočty s vysokým Reynoldsovým č́ıslem, speciálně pokud
se v dané úloze vyskytuj́ı okrajové podmı́nky, které modeluj́ı pevnou stěnu. Proto se v nedávné
době objevily hybridńı metody, které kombinuj́ı simulaci velkých v́ır̊u se soustavou středovaných
Navierových-Stokesových rovnic. Tato kombinace umožňuje přeṕınáńı mezi LES modelem v mı́stech,
kde je výpočetńı śıt’ dostatečně jemná pro př́ımou reprezentaci velkých turbulentńıch struktur a RANS
modelem v mı́stech, kde to śıt’ neumožňuje, tzn. zejména v bĺızkosti obtékaných stěn.
V našem př́ıpadě poṕı̌seme model X-LES, který kombinuje dvourovnicový TNT k−ω model z kapitoly
3.2.1 v RANS režimu a jednorovnicový model pro subgridńı kinetickou energii v LES režimu. Tento
model byl vyvinutý Kokem, viz [25]. Výchoźı rovnice zahrnuj́ı soustavu středovaných Navierových-
Stokesových rovnic v RANS režimu, resp. soustavu filtrovaných Navierových-Stokesových rovnic v
LES režimu:

∂ρ

∂t
+
∂(ρũj)

∂xj
= 0, (3.98)

∂(ρũi)

∂t
+
∂(ρũiũj)

∂xj
+

∂p

∂xi
=

∂

∂xj

(
τ ij + τTij

)
, (3.99)

∂(ρẼ)

∂t
+

∂

∂xj

[
(ρẼ + p)ũj

]
=

∂

∂xj

[(
τ ij + τTij

)
ũi

]
− ∂

∂xj

(
qj + qTj

)
, (3.100)

kde neznámé veličiny jsou středované v RANS režimu, resp. filtrované v LES režimu.

Poznámka 3.4.1. Ve výchoźıch rovnićıch (3.98) až (3.100) jsou jǐz provedeny všechny aproximace a
zjednodušeńı, které jsou popsány v kapitolách 3.1 a 3.2, resp. 3.4.

Tenzor Reynoldsových napět́ı je aproximován na základě Boussinesqovy hypotézy, tedy

τTij =

{
2µtSij − 2

3δijρk v RANS režimu
2µSGSSij − 2

3δijρkSGS v LES režimu
(3.101)

a vektor turbulentńıho tepelného toku je definován jako

qTj =

{
− γ
γ−1

µt
Prt

∂
∂xj

(
p
ρ

)
v RANS režimu

− γ
γ−1

µSGS
Prt

∂
∂xj

(
p
ρ

)
v LES režimu.

(3.102)

Vztahy (3.101) a (3.102) lze přeformulovat zavedeńım turbulentńı vazkosti pro X-LES model, kterou
označ́ıme µT a definujeme j́ı vztahem

µT = ρLt
√
k, (3.103)

kde Lt je turbulentńı délkové měř́ıtko, které je v X-LES modelu kombinaćı RANS délkového měř́ıtka
a subgridńıho délkového měř́ıtka. Toto měř́ıtko definujeme předpisem

Lt = min(
√
k/ω,C1∆), (3.104)

kde C1 = 0.05 je konstanta modelu a ∆ = max(∆x,∆y,∆z) je š́ı̌rka filtru. Kinetická energie k ve
vztahu (3.103) je turbulentńı kinetická energie v RANS režimu, resp. subgridńı kinetická energie v
LES režimu. Tenzor Reynoldsových napět́ı je poté vyjádřen jako

τTij = 2µTSij −
2

3
δijρk (3.105)

a turbulentńı tepelný tok jako

qTj = − γ

γ − 1

µT
Prt

∂

∂xj

(
p

ρ

)
. (3.106)

X-LES model je uzavřen pomoćı dvourovnicového TNT k−ω modelu v RANS režimu8 a jednorovni-
cového modelu pro subgridńı kinetickou energii v LES režimu. Transportńı rovnice pro subgridńı
kinetickou energii má tvar

∂(ρk)

∂t
+
∂(ρkũj)

∂xj
= τTij

∂ũi
∂xj
− ρε+

∂

∂xj

[
(µ+ σ∗µT )

∂k

∂xj

]
, (3.107)

8Viz kapitola 3.2.1.
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kde rychlost disipace ε je dána vztahem

ε = β∗
k3/2

Lt
. (3.108)

Zbylé konstitutivńı vztahy jsou následuj́ıćı:

τ ij = 2µSij , Sij =
1

2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− 2

3
δij
∂ũk
∂xk

)
, µ = µref

(
p

ρ

) 3
4

, (3.109)

qj = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂xj

(
p

ρ

)
, (3.110)

p = (γ − 1)

[
ρẼ − 1

2
ρũj ũj − ρk

]
, (3.111)

kde neznámé veličiny v těchto vztaźıch představuj́ı pr̊uměrované veličiny v RANS režimu, resp.
přefiltrované veličiny v LES režimu.

3.5 Počátečńı a okrajové podmı́nky pro turbulentńı veličiny

Pro použit́ı model̊u turbulence v konkrétńıch úlohách je nutné specifikovat počátečńı stav a okrajové
podmı́nky pro turbulentńı veličiny. V této práci použ́ıváme dvourovnicový TNT k−ω model, EARSM
model a hybridńı X-LES model. Ve všech výše zmı́něných modelech se vyskytuj́ı dvě turbulentńı
veličiny - turbulentńı kinetická energe k a specifická rychlost disipace ω.

3.5.1 Počátečńı podmı́nky pro turbulentńı veličiny

Počátečńı stav turbulentńıch veličin lze předepsat následuj́ıćım zp̊usobem:

k(~x, 0) = kpp(~x), ω(~x, 0) = ωpp(~x), (3.112)

kde kpp(~x) a ωpp(~x) jsou dané počátečńı hodnoty turbulentńıch veličin.

3.5.2 Okrajové podmı́nky pro turbulentńı veličiny

V této kapitole uvedeme základńı okrajové podmı́nky, tzn. vstupńı a výstupńı okrajové podmı́nky a
dále okrajové podmı́nky pro modelováńı pevné stěny.

Vstupńı okrajové podmı́nky

Na vstupu do výpočetńı oblasti se předepisuj́ı Dirichletovy okrajové podmı́nky, tzn. k∞ = konst.
a ω∞ = konst. Hodnota turbulentńı kinetické energie k∞ se obvykle určuje ze zadané intenzity
turbulence Tu pomoćı vztahu

k∞ =
3

2
Tu2|~̃u∞|2. (3.113)

Hodnotu specifické rychlosti disipace ω∞ lze určit např. ze zadaného poměru turbulentńı a molekulárńı
vakzosti

(µt)∞
(µ)∞

= konst.⇒ ω∞. (3.114)

Výstupńı okrajové podmı́nky

Na výstupu z výpočetńı oblasti se pro turbulentńı kinetickou energii a specifickou rychlost disipace
předepisuj́ı Neumannovy okrajové podmı́nky

∂k

∂~n
= 0, (3.115)

∂ω

∂~n
= 0. (3.116)
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Okrajové podmı́nky pro pevnou stěnu

V této práci budeme uvažovat pouze adiabatickou stěnu pro kterou plat́ı, že turbulentńı kinetická
energie na stěně je nulová, tedy kw = 0. Okrajovou podmı́nku pro specifickou rychlost disipace lze
źıskat řešeńım transportńı rovnice (3.29), která se v bĺızkosti stěny zjednoduš́ı na (viz [11])

µ
∂2ω

∂y2
− βρω2 = 0. (3.117)

Řešeńım rovnice (3.117) je

ω =
6µ

ρβy2
, (3.118)

přičemž okrajová podmı́nka na stěně, která z tohoto řešeńı vycháźı, má tvar

ωw = Cω
6µ

ρβ(∆y1/2)2
, (3.119)

kde ∆y1/2 je vzdálenost středu prvńı buňky výpočetńı śıtě od stěny a Cω je konstanta, kterou v
př́ıpadě dvourovnicového k − ω modelu voĺıme podle Mentra jako Cω = 10. V př́ıpadě EARSM
modelu ji voĺıme podle Hellstena jako Cω = 1.5, viz [16].
Kromě výše popsaného postupu lze okrajovou podmı́nku pro specifickou rychlost disipace volit v
závislosti na drsnosti stěny, viz [9], nebo [12].



Kapitola 4

Numerické metody pro řešeńı
prouděńı stlačitelné tekutiny

Matematické modely, které popisuj́ı prouděńı stlačitelných tekutin, jsou tvořeny soustavou nelineárńıch
parciálńıch diferenciálńıch rovnic1. Současný matematický aparát nám takové rovnice neumožňje řešit
v uzavřeném tvaru, a proto se jejich řešeńı provád́ı výhradně numericky. V současnosti se použ́ıvaj́ı
tři základńı numerické metody diskretizace výchoźıch rovnic:

• Metoda konečných diferenćı (FDM). Nejstarš́ı metodou je metoda konečných diferenćı,
která je také známá jako metoda śıt́ı. Výpočetńı oblast je rozdělena pomoćı śıt’ových čar, v jejichž
pr̊useč́ıćıch se nacháźı uzly śıtě. V těchto uzlech jsou řešeny diskretizované výchoźı rovnice2.
Diskretizace se provád́ı pomoćı náhrady derivaćı diferencemi. Podrobněji o této metodě viz [1],
[3], [8], nebo [29].

• Metoda konečných objemů (FVM). Nejpouž́ıvaněǰśı metoda pro numerické řešeńı základńıch
rovnic mechaniky tekutin je metoda konečných objemů. Tato metoda diskretizuje výchoźı rovnice
v integrálńım tvaru, který je pro řešeńı přirozeněǰśı, nebot’ umožňuje vznik a š́ı̌reńı nespojitost́ı3.
Výpočentńı oblast je v této metodě rozdělena na jednotlivé buňky, které mohou mı́t r̊uzný tvar
a řešeńı výchoźıch rovnic je definováno v těžǐst́ıch (v př́ıpadě prostorové úlohy), resp. středech
(v př́ıpadě rovinné úlohy) těchto buněk. Dále se budeme zabývat pouze touto metodou.

• Metoda konečných prvk̊u (FEM). Pro úplnost ještě uvedeme nejmladš́ı metodu, kterou je
metoda konečných prvk̊u. V mechanice tekutin se použ́ıvá zejména jej́ı speciálńı varianta, která
se nazývá nespojitá Galerkinova metoda. Tuto metodu lze chápat jako zobecněńı výše zmı́něné
metody konečných objemů. Podrobný popis této metody lze nalézt v [10].

4.1 Metoda konečných objemů pro soustavu Eulerových rovnic

Výchoźı soustavu rovnic lze zapsat ve vektorovem tvaru

∂W

∂t
+
∂F1(W )

∂x
+
∂F2(W )

∂y
+
∂F3(W )

∂z
= 0, (4.1)

kde vektor neznámých konzervativńıch proměnných W = (ρ, ρu, ρv, ρw, ρE)T a Fi, i = 1, 2, 3, jsou
nevazké toky, které jsou definovány jako

F1(W ) =


ρu

ρu2 + p
ρuv
ρuw

(ρE + p)u

 , F2(W ) =


ρv
ρuv

ρv2 + p
ρvw

(ρE + p)v

 , F3(W ) =


ρw
ρuw
ρvw

ρw2 + p
(ρE + p)w

 . (4.2)

1A dále konstitutivńımi vztahy, které jsou často rovněž nelineárńı.
2Soustava Navierových-Stokesových rovnic, nebo soustava Eulerových rovnic.
3Např. rázových vln.
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Soustava rovnic (4.1) je uzavřena stavovou rovnićı ideálńıho plynu

p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2
ρ(u2 + v2 + w2)

]
. (4.3)

Nyńı rozděĺıme výpočetńı oblast D na jednotlivé buňky Di
4 přičemž plat́ı, že buňky jsou navzájem

disjunktńı a sjednoceńı pokrývá celou výpočetńı oblast, tzn. ∪Di = D. Integrujme nyńı soustavu
rovnic (4.1) přes obecnou buňku śıtě Di

˚
Di

(
∂W

∂t

)
dxdydz +

˚
Di

[
∂F1(W )

∂x
+
∂F2(W )

∂y
+
∂F3(W )

∂z

]
dxdydz = 0. (4.4)

Pokud u prvńıho intergrálu v rovnici (4.4) zaměńıme pořad́ı derivace a integrováńı a na druhý intergrál
aplikujeme Gaussovu-Ostrogradského větu, dostaneme

d

dt

˚
Di

Wdxdydz +

‹
∂Di

[
F1(W )nx + F2(W )ny + F3(W )nz

]
dS = 0, (4.5)

kde nx, ny a nz jsou složky vněǰśı jednotkové normály. Nyńı označ́ıme

|Di| =
˚

Di

dxdydz (4.6)

a dále

F̂ (W,~n) = F1(W )nx + F2(W )ny + F3(W )nz =


ρq

ρuq + pnx
ρvq + pny
ρwq + pnz
(ρE + p)q

 , (4.7)

kde q = unx + vny + wnz je normálová rychlost. Na prvńı intergál v rovnici (4.5) aplikujeme větu o
středńı hodnotě a po úpravě s použit́ım vztah̊u (4.6) a (4.7) dostaneme

dWi(t)

dt
= − 1

|Di|

‹
∂Di

F̂ (W,~n)dS. (4.8)

Pokud v rovnici (4.8) nahrad́ıme plošný integrál přes uzavřenou plochu sumaćı přes všechny stěny
buňky Di, dostaneme obecný semidiskrétńı tvar metody konečných objemů pro soustavu Eulerových
rovnic

dWi(t)

dt
= − 1

|Di|

6∑
k=1

F̂k(W,~n)∆Sk, (4.9)

kde ∆Sk je obsah př́ıslušných stěn, které tvoř́ı hranici buňky Di. Z uvedeného postupu je zřejmé, že
neznámé konzervativńı promněnné Wi(t) chápeme jako středńı hodnoty v jednotlivých buňkách Di.

4.1.1 Schéma HLLC

Ve vztahu (4.9) se objevuje člen F̂k(W,~n), který představuje nevazký tok k-tou stěnou hranice buňky
Di. Pro jeho výpočet existuje celá řada numerických schémat. V našem př́ıpadě použijeme schéma
HLLC, které bylo vyvinuto na základě zjednodušeného řešeńı Riemannova problému5 pro soustavu
Eulerových rovnic. Podrobné odvozeńı schématu HLLC lze nalézt v [30].
Nevazký tok stěnou, která představuje rozhrańı mezi dvěmi soused́ıćımi buňkami, zaviśı na stavu
konzervativńıch veličin vlevo (index L), resp. vpravo (index R) od tohoto rozhrańı. Nevazký tok je
pomoćı schématu HLLC aproximován jako

F̂k(W,~n) ≈ F̂HLLCk (WL,WR, ~n) =


F (WL) pro SL > 0
F (W ∗L) pro SL ≤ 0 < SM
F (W ∗R) pro SM ≤ 0 ≤ SR
F (WR) pro SR < 0,

(4.10)

4V našem př́ıpadě budeme pracovat pouze se strukturovanou śıt́ı složenou z hexahedrálńıch buněk.
5Podrobněji o Riemannově problému viz [27], nebo [28].
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kde

F (WL) =


ρLqL

ρLuLqL + pLnx
ρLvLqL + pLny
ρLwLqL + pLnz

(eL + pL)qL

 , F (WR) =


ρRqR

ρRuRqR + pRnx
ρRvRqR + pRny
ρRwRqR + pRnz

(eR + pR)qR

 , (4.11)

F (W ∗L) =


ρ∗LSM

(ρu)∗LSM + p∗nx
(ρv)∗LSM + p∗ny
(ρw)∗LSM + p∗nz

(e∗L + p∗)SM

 , F (W ∗R) =


ρ∗RSM

(ρu)∗RSM + p∗nx
(ρv)∗RSM + p∗ny
(ρw)∗RSM + p∗nz

(e∗R + p∗)SM

 , (4.12)

W ∗L =


ρ∗L

(ρu)∗L
(ρv)∗L
(ρw)∗L
e∗L

 =
1

SL − SM


ρL(SL − qL)

(SL − qL)(ρu)L + (p∗ − pL)nx
(SL − qL)(ρv)L + (p∗ − pL)ny
(SL − qL)(ρw)L + (p∗ − pL)nz
(SL − qL)eL − pLqL + p∗SM

 , (4.13)

W ∗R =


ρ∗R

(ρu)∗R
(ρv)∗R
(ρw)∗R
e∗R

 =
1

SR − SM


ρR(SR − qR)

(SR − qR)(ρu)R + (p∗ − pR)nx
(SR − qR)(ρv)R + (p∗ − pR)ny
(SR − qR)(ρw)R + (p∗ − pR)nz
(SR − qR)eR − pRqR + p∗SM

 , (4.14)

p∗ = ρL(qL − SL)(qL − SM ) + pL = ρR(qR − SR)(qR − SM ) + pR, (4.15)

kde e = ρE. Vlnovou rychlost SM vypočteme podle Battena (viz [31])

SM =
ρRqR(SR − qR)− ρLqL(SL − qL) + pL − pR

ρR(SR − qR)− ρL(SL − qL)
(4.16)

a vlnové rychlosti SL a SR jsou podle [30] definovány následovně:

SL = min
[
λ1(WL), λ1(WRoe)

]
(4.17)

SR = max
[
λm(WR), λm(WRoe)

]
, (4.18)

kde λ1(WL) a λm(WR) je nejmenš́ı, resp. největš́ı vlastńı č́ıslo jakobiánu ∂F̂ /∂W , tedy

λ1(WL) = qL − cL, (4.19)

λm(WR) = qR + cR (4.20)

a λ1(WRoe) a λm(WRoe) je nejmenš́ı, resp. největš́ı vlastńı č́ıslo Roeho matice (viz [27]). Tato vlastńı
č́ısla jsou definována jako

λ1(WRoe) = q − c, (4.21)

λm(WRoe) = q + c, (4.22)

kde
q = unx + vny + wnz, (4.23)

u =
uL + uRRρ

1 +Rρ
, v =

vL + vRRρ
1 +Rρ

, w =
wL + wRRρ

1 +Rρ
, (4.24)

c2 = (γ − 1)

[
H − 1

2

(
u2 + v2 + w2

)]
, (4.25)

H =
HL +HRRρ

1 +Rρ
(4.26)

a

Rρ =

√
ρR
ρL
, (4.27)
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kde H = (e + p)/ρ je entalpie. Schéma HLLC je prvńıho řádu přesnosti. Je vhodné pro aproximaci
nevazkého toku v př́ıpadě řešeńı soustavy Eulerových rovnic, ale i pro př́ıpad soustavy Navierových-
Stokesových rovnic, nebot’ dokáže správně zachytit rázové vlny, kontaktńı nespojitost i smykové vlny
(viz [9], nebo [44]) a nav́ıc zachovává pozitivitu hustoty i tlaku v př́ıpadě kladných počátečńıch
podmı́nek.

4.1.2 Eulerova metoda časové integrace

Dı́ky aproximaci nevazkého toku pomoćı schématu HLLC z předchoźı kapitoly (4.1.1) můžeme přepsat
semidiskrétńı metodu konečných objemů pro soustavu Eulerových rovnic do tvaru

dWi(t)

dt
= − 1

|Di|

6∑
k=1

F̂HLLCk (WL,WR, ~n)∆Sk = Rez(W )i. (4.28)

To je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic pro každou buňku výpočetńı śıtě Di. Opět existuje
velké množstv́ı numerických metod, pomoćı kterých lze soustavu (4.28) vyřešit. Nejjednodušš́ı z nich
je dopředná Eulerova metoda, pomoćı které se časová derivace aproximuje dopřednou diferenćı

dWi(t)

dt
≈ Wn+1

i −Wn
i

∆t
, (4.29)

kde ∆t je velikost časového kroku. Pomoćı aproximace (4.29) dostaneme plně diskrétńı expicitńı
metodu konečných objemů

Wn+1
i = Wn

i + ∆tRez(W )ni . (4.30)

Tato metoda je prvńıho řádu přesnosti. Eulerova metoda je podmı́něně stabilńı. To znamená, že časový
krok je omezený tzv. podmı́nkou stability

∆t ≤ min

(
CFL

|u|+c
∆x + |v|+c

∆y + |w|+c
∆z

)
, (4.31)

kde minimum je bráno přes všechny buňky śıtě. CFL je Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho č́ıslo, které
lze pro Eulerovu metodu volit v intervalu (0, 1). Podmı́nka (4.31) byla odvozena, resp. plat́ı pouze
pro kartézskou śıt’. V našem př́ıpadě budeme použ́ıvat obecněǰśı strukturované křivočaré śıtě. Proto
muśıme podmı́nku stability pro tyto typy śıt́ı upravit.

y

z

x

ξ

ψ

η

Obrázek 4.1: Obecná buňka výpočetńı śıtě.

Zavedeme pomocné vektory ξ, ψ a η, které charakterizuj́ı velikost buňky ve směru souřadnice x,
resp. y, resp. z, viz obrázek 4.1. Potom můžeme podmı́nku stability (4.31) přepsat do tvaru

∆t ≤ min

(
CFL

|uξ|+c
∆ξ + |uψ|+c

∆ψ + |uη|+c
∆η

)
, (4.32)
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kde

uξ = ~u ·
~ξ

‖ξ‖
, uψ = ~u ·

~ψ

‖ψ‖
, uη = ~u · ~η

‖η‖
(4.33)

a
∆ξ = ‖~ξ‖, ∆ψ = ‖~ψ‖, ∆η = ‖~η‖. (4.34)

4.2 Metoda konečných objemů pro soustavu Navierových-
-Stokesových rovnic

Výchoźı soustavu rovnic lze opět zapsat ve vektorovem tvaru pro neznámé konzervativńı proměnné
W = (ρ, ρu, ρv, ρw, ρE)T , tedy

∂W

∂t
+
∂F1(W )

∂x
+
∂F2(W )

∂y
+
∂F3(W )

∂z
=
∂R1(W,∇W )

∂x
+
∂R2(W,∇W )

∂y
+
∂R3(W,∇W )

∂z
, (4.35)

kde Fi, i = 1, 2, 3, jsou nevazké toky, které jsou definovány pomoćı vztah̊u (4.2) a Ri, i = 1, 2, 3, jsou
vazké toky, které lze vyjádřit jako

R1(W,∇W ) =


0
τxx
τxy
τxz

uτxx + vτxy + wτxz − qx

 , R2(W,∇W ) =


0
τxy
τyy
τyz

uτxy + vτyy + wτyz − qy

 ,

R3(W,∇W ) =


0
τxz
τyz
τzz

uτxz + vτyz + wτzz − qz

 , (4.36)

kde jednotlivé složky tenzoru vazkých napět́ı jsou

τxx = µ

(
4

3

∂u

∂x
− 2

3

∂v

∂y
− 2

3

∂w

∂z

)
, τxy = µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
,

τyy = µ

(
4

3

∂v

∂y
− 2

3

∂u

∂x
− 2

3

∂w

∂z

)
, τxz = µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
,

τzz = µ

(
4

3

∂w

∂z
− 2

3

∂u

∂x
− 2

3

∂v

∂y

)
, τyz = µ

(
∂v

∂z
+
∂w

∂y

)
(4.37)

a složky vektoru tepelného toku jsou

qx = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂x

(
p

ρ

)
, qy = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂y

(
p

ρ

)
, qz = − γ

γ − 1

µ

Pr

∂

∂z

(
p

ρ

)
, (4.38)

přičemž dynamická vazkost µ je dána vztahem (2.9) a celou soustavu rovnic uzav́ırá stavová rovnice
ideálńıho plynu (4.3).
Stejným postupem jako v kapitole 4.1 dostaneme semidiskrétńı tvar metody konečných objemů pro
soustavu Navierových-Stokesových rovnic

dWi(t)

dt
=

1

|Di|

6∑
k=1

[
R̂k(W,∇W,~n)− F̂k(W,~n)

]
∆Sk, (4.39)

kde
R̂(W,∇W,~n) = R1(W,∇W )nx +R2(W,∇W )ny +R3(W,∇W )nz. (4.40)

Nevazký tok F̂k(W,~n) lze aproximovat pomoćı schématu HLLC z kapitoly 4.1.1. Ze vztah̊u (4.37) a

(4.38) je zřejmé, že vazký tok R̂(W,∇W,~n) záviśı jak na řešeńı W , tak i na prvńı derivaci tohoto



46
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-Stokesových rovnic

řešeńı. Proto nejprve muśıme vhodným zp̊usobem tyto derivace aproximovat. V našem př́ıpadě k
tomuto účelu použijeme duálńı śıt’, resp. duálńı geometrii, viz obrázek 4.2.

y

z

x

L R

v1

v3

v2

v4
nDV∆SDV

I1

Obrázek 4.2: Duálńı buňka (červená) vytvořená na rozhrańı dvou primárńıch buněk výpočetńı śıtě.

Předpokládejme, že chceme určit parciálńı derivaci obecné proměnné Φ podle x na rozhrańı I1,
viz obrázek 4.2. Integrujme derivaci Φ přes duálńı buňku, kterou označ́ıme DDV

1 . Pomoćı Gaussovy-
Ostrogradského věty dostaneme

˚
DDV1

∂Φ

∂x
dxdydz =

‹
∂DDV1

ΦnxdS. (4.41)

Označme objem duálńı buňky

|DDV
1 | =

˚
DDV1

dxdydz. (4.42)

S použit́ım věty o středńı hodnotě můžeme vztah (4.41) upravit do podoby

∂Φ

∂x

∣∣∣∣
I1

=
1

|DDV
1 |

‹
∂DDV1

ΦnDVx dSDV . (4.43)

Ve vztahu (4.43) dále nahrad́ıme plošný integrál přes uzavřenou plochu sumaćı a dostaneme

∂Φ

∂x

∣∣∣∣
I1

=
1

|DDV
1 |

8∑
k=1

Φk
[
(nDVx )k(∆SDV )k

]
, (4.44)

kde jednotlivé Φk jsou dány jako

Φ1 =
1

3
(Φv1 + Φv2 + ΦR) Φ5 =

1

3
(Φv1 + Φv2 + ΦL)

Φ2 =
1

3
(Φv2 + Φv3 + ΦR) Φ6 =

1

3
(Φv2 + Φv3 + ΦL)

Φ3 =
1

3
(Φv3 + Φv4 + ΦR) Φ7 =

1

3
(Φv3 + Φv4 + ΦL)

Φ4 =
1

3
(Φv1 + Φv3 + ΦR) Φ8 =

1

3
(Φv1 + Φv3 + ΦL). (4.45)
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Neznámé Φv1, Φv2, Φv3 a Φv4, které jsou definovány ve vrcholech primárńı buňky, źıskáme jako
algebraické pr̊uměry z hodnot, které jsou definovány v primárńıch buňkách. Tyto pr̊uměry bereme
přes všechny primárńı buňky, které se daného vrcholu dotýkaj́ı, tzn.

Φv1 =
1

8

8∑
l=1

Φl, Φv2 =
1

8

8∑
m=1

Φm, Φv3 =
1

8

8∑
n=1

Φn, Φv4 =
1

8

8∑
o=1

Φo. (4.46)

Parciálńı derivace podle y a z dostaneme pomoćı vztah̊u

∂Φ

∂y

∣∣∣∣
I1

=
1

|DDV
1 |

8∑
k=1

Φk
[
(nDVy )k(∆SDV )k

]
, (4.47)

resp.

∂Φ

∂z

∣∣∣∣
I1

=
1

|DDV
1 |

8∑
k=1

Φk
[
(nDVz )k(∆SDV )k

]
. (4.48)

Výpočet parciálńıch derivaćı na ostatńıch rozhrańıch je analogický.

Hodnoty ostatńıch neznámých veličin na jednotlivých rozhrańıch jsou vyč́ısleny pomoćı centrálńı
metody, tzn. pomoćı algebraického pr̊uměru hodnot vlevo, resp. vpravo od daného rozhrańı, tedy

Φ|Ik =
1

2
(ΦL + ΦR). (4.49)

Vazký tok R̂k(W,∇W,~n) je nakonec aproximován jako

R̂k(W,∇W,~n) ≈ R̂CSk (WL,WR,∇W,~n) =


0

τxx|Iknx + τxy|Ikny + τxz|Iknz
τxy|Iknx + τyy|Ikny + τyz|Iknz
τxz|Iknx + τyz|Ikny + τzz|Iknz

R5

 (4.50)

a posledńı složka R5 je dána vztahem

R5 = (u|Ikτxx|Ik + v|Ikτxy|Ik + w|Ikτxz|Ik − qx|Ik)nx

+ (u|Ikτxy|Ik + v|Ikτyy|Ik + w|Ikτyz|Ik − qy|Ik)ny

+ (u|Ikτxz|Ik + v|Ikτyz|Ik + w|Ikτzz|Ik − qz|Ik)nz, (4.51)

kde např. člen u|Ikτxx|Ik je

u|Ikτxx|Ik =
1

2
(uL + uR)

1

2
(µL + µR)

(
4

3

∂u

∂x

∣∣∣∣
Ik

− 2

3

∂v

∂y

∣∣∣∣
Ik

− 2

3

∂w

∂z

∣∣∣∣
Ik

)
. (4.52)

Na závěr poznamenejme, že centrálńı aproximace (4.50) je druhého řádu přesnosti.

Poznámka 4.2.1. Soustava středovaných, nebo filtrovaných Navierových-Stokesových rovnic se lǐśı
př́ıdavným tenzorem Reynoldsových/subgridńıch napět́ı a př́ıdavným turbulentńım/subgridńım tepelným
tokem ve vazkých toćıch. Jejich diskretizace je analogická jako v př́ıpadě složek tenzoru vazkých napět́ı,
resp. složek vektoru tepelného toku.

4.2.1 Časová integrace, podmı́nka stability

Semidiskrétńı tvar metody konečných objemů pro soustavu Navierových-Stokesových rovnic, kde je
použito schéma HLLC (4.10) pro nevazké toky a centrálńı schéma (4.50) pro vazké toky má tvar

dWi(t)

dt
=

1

|Di|

6∑
k=1

[
R̂CSk (WL,WR,∇W,~n)− F̂HLLCk (WL,WR, ~n)

]
∆Sk = RezNS(W )i. (4.53)
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Nejjednodušš́ı metodou časové integrace je opět Eulerova metoda (4.29). Pomoćı této metody dostaneme

Wn+1
i = Wn

i + ∆tRezNS(W )ni . (4.54)

Již z kapitoly 4.1.2 v́ıme, že Eulerova metoda je prvńıho řádu přesnosti a podmı́něně stabilńı. Obecněǰśı
tvar podmı́nky stability6 pro př́ıpad řešeńı soustavy Navierových-Stokesových rovnic je

∆t ≤ min

[
CFL

|uξ|+c
∆ξ + |uψ|+c

∆ψ + |uη|+c
∆η + 2µρ

(
1

∆ξ2 + 1
∆ψ2 + 1

∆η2

)], (4.55)

kde uξ, uψ, uη jsou dány vztahy (4.33) a ∆ξ, ∆ψ a ∆η vztahy (4.34). Minimum je zde opět bráno
přes všechny primárńı buňky śıtě a CFL lze volit v intervalu (0, 1).

4.3 Numerické metody vyšš́ıho řádu přesnosti

Do této chv́ıle jsme uvažovali pouze numerické metody prvńıho řádu7. Metody prvńıho řádu jsou velmi
robustńı, ale jejich nevýhodou je silná numerická vazkost, která je srovnatelná s fyzikálńı vazkost́ı a
nav́ıc ”rozmazává”rázové vlny a vyhlazuje řešeńı. Pro źıskáńı kvalitńıch výsledk̊u je nutná velmi jemná
výpočetńı śıt’, ideálně s dynamickou adaptaćı, viz [10]. Jinou možnost́ı je použit́ı metod vyšš́ıho řádu
přesnosti. V součané době existuje velké monžstv́ı metod, které lze rozdělit do dvou skupin:

• Klasické metody - Zástupci těchto metod jsou např. Laxovo-Wendroffovo schéma, nebo Mac-
Cormackovo schéma. Tyto metody jsou druhého řádu v prostoru i v čase, ale pro nelineárńı
úlohy, popř. pro úlohy s nespojitou počátečńı podmı́nkou jsou nestabilńı, viz [4]. Proto se k
nim přidává tzv. umělá vazkost, která tyto schémata stabilizuje. Nevýhodou umělé vazkosti je
závislost na empirických konstantách, které je nutné nastavit pro každou úlohu. Podrobněji o
klasických metodách viz [1].

• Moderńı metody - Tyto metody realizuj́ı většinou protiproudou diskretizaci nevazkého toku,
přičemž základńı schéma je prvńıho řádu přesnosti. Mezi nejznáměǰśı schémata patř́ı AUSM
(viz [32], nebo [33]) a HLLC. Pro zvýšeńı řádu v prostoru se použ́ıvá rekonstrukce neznámých
veličin, pro kterou je opět dostupných mnoho metod. Pro zvýšeńı řádu v čase lze použ́ıt např.
metody Runge-Kutty, viz [34].

V této kapitole poṕı̌seme dva druhy rekonstrukćı, které budeme použ́ıvat pro zvýšeńı řádu přesnosti
schématu HLLC a dále Runge-Kuttovy metody časové intergace.

4.3.1 MUSCL rekonstrukce

MUSCL rekonstrukce (viz [4], nebo [6]) je jedna z nejpouž́ıvaněǰśıch metod pro zvýšeńı řádu přesnosti
moderńıch schémat. Nejprve uvedeme zjednodušenou jednorozměrnou variantu pro výpočetńı śıt’ s
konstantńım krokem ∆x (viz obrázek 4.3), ze které vycháźıme i v př́ıpadě prostorového prouděńı.

LD R

∆x ∆x

x

∆x

Obrázek 4.3: Část výpočetńı śıtě pro jednorozměrný př́ıpad.

6Pro obecné strukturované křivočaré śıtě.
7To plat́ı pro aproximaci nevazkého toku schématem HLLC a Eulerovu metodu časové integrace.
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Rekonstrukci provedeme pro primitivńı proměnné, které uspořádáme do vektoru U = (ρ, u, p)T .
Základńı rekonstrukce spoč́ıvá v nahrazeńı po částech konstantńıch hodnot v jednotlivých buňkách
po částech lineárńımi pr̊uběhy

Ui → Ũi = Ui + (x− xi)σxi , (4.56)

kde σxi aproximuje prvńı derivaci U . Lineárńı rekonstrukćı dostaneme schéma druhého řádu. Použit́ım
vztahu (4.56) dostaneme rekonstruované primitivńı proměnné na rozhrańı mezi buňkami DL a DR ve
tvaru

ŨL = UL +
∆x

2
σxL, (4.57)

ŨR = UR −
∆x

2
σxR. (4.58)

Aproximace prvńıch derivaćı σxL/R můžeme vyjádřit pomoćı zpětných diferenćı8

σxL =
UL − UD

∆x
, σxR =

UR − UL
∆x

(4.59)

a dále dosadit do (4.57), resp. (4.58). Nakonec dostaneme

ŨL = UL +
1

2

←−
∆L, (4.60)

ŨR = UR −
1

2

←−
∆R, (4.61)

kde jsme označily

←−
∆L = UL − UD, (4.62)
←−
∆R = UR − UL. (4.63)

Z rekonstruovaných primitivńıch proměnných ŨL/R lze snadno dostat konzervativńı proměnné W̃L/R,
které ve schématu HLLC nahrad́ı p̊uvodńı proměnné WL/R

F̂HLLC1.̌r ad (WL,WR, ~n)→ F̂HLLC2. ř ad (W̃L, W̃R, ~n). (4.64)

T́ım źıskáme schéma druhého řádu v prostoru.

Uvažujme nyńı př́ıpad obecné trojrozměrné strukturované śıtě, viz obrázek 4.4.

L ID R

x

y

z 1

Obrázek 4.4: Část výpočetńı śıtě pro trojrozměrný př́ıpad.

Pro př́ıpad prostorového prouděńı použijeme výše popsanou jednorozměrnou rekonstrukci ve všech
směrech, přičemž ji zobecńıme do standardńı podoby MUSCL metody (viz [37]). Označme

−→
∆L = UR − UL, (4.65)
←−
∆L = UL − UD, (4.66)

8T́ım dostaneme protiproudé schéma druhého řádu.
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kde U = (ρ, u, v, w, p)T . Potom rekonstrukci pomoćı MUSCL metody na rozhrańı I1 lze zapsat jako

ŨL = UL +
1

2
σxL, (4.67)

ŨR = UR −
1

2
σxR, (4.68)

kde σxL/R aproximuj́ıćı prvńı derivaci v x-ovém směru je dána jako

σxL =
1

2

[
(1− ϑ)

←−
∆L + (1 + ϑ)

−→
∆L

]
, (4.69)

σxR =
1

2

[
(1− ϑ)

←−
∆R + (1 + ϑ)

−→
∆R

]
. (4.70)

Parametr ϑ, který se objevuje ve vztaźıch (4.69), resp. (4.70), rozhoduje o typu schématu, které z
MUSCL rekonstrukce vznikne a lze ho volit podle následuj́ıćı tabulky.

Schémata vzniklá MUSCL rekonstrukćı.

ϑ schéma řád
-1 Upwind 2.
0 Frommovo 2.

1/3 Upwind 3.
1/2 QUICK 2.
1 Centrálńı 2.

Tabulka 4.1: Schémata vzniklá z MUSCL rekonstrukce v závislosti na parametru ϑ.

Poznámka 4.3.1. Vztahy (4.67), (4.68), (4.69) a (4.70) nezahrnuj́ı vliv geometrie śıtě, která jǐz
neńı rozdělena s konstantńım krokem ∆x, resp. ∆y, resp. ∆z. Toto zjednodušeńı jsme převzali z
jednorozměrného př́ıpadu a numerické experimenty ukazuj́ı, že nemá veliký vliv na kvalitu numerického
řešeńı.

Poznámka 4.3.2. V tabulce 4.1 se objevuje pro hodnotu parametru ϑ = 1/3 protiproudé schéma
třet́ıho řádu. Třet́ı řád lze ale źıskat pouze na kartézské śıti s konstantńı velikost́ı buněk. Pro obecnou
strukturovanou śıt’ je toto schéma formálně pouze druhého řádu.

Schéma HLLC s MUSCL rekonstrukćı je numericky nestabilńı, př́ıpadně silně osciluje v bĺızkosti
nespojitost́ı. Proto se zavád́ı tzv. limter, který v bĺızkosti nespojitost́ı přeṕıná řád metody z druhého
na prvńı. Silná numerická vazkost metody prvńıho řádu v okoĺı nespojitost́ı pomáhá stabilizovat
numerické řešeńı. Limiter lze do MUSCL rekonstrukce implementovat jednoduchou úpravou vztah̊u
(4.69) a (4.70) do tvaru

σxL =
1

2

[
(1− ϑ)υ(oL)

←−
∆L + (1 + ϑ)υ

(
1

oL

)
−→
∆L

]
, (4.71)

σxR =
1

2

[
(1− ϑ)υ(oR)

←−
∆R + (1 + ϑ)υ

(
1

oR

)
−→
∆R

]
, (4.72)

kde o =
−→
∆/
←−
∆ a funkce υ(o) je limiter. Některé limitery, které lze použt v kombinaci s MUSCL

rekonstrukćı jsou:

• Minmod limiter

υ(o) = max[0,min(1, o)]. (4.73)

• Osher̊uv limiter

υ(o) = max[0,min(Cβ , o)], (4.74)

kde parametr Cβ lze volit v intervalu (1, 2).
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• van Albad̊uv limiter

υ(o) =
o+ o2

1 + o2
. (4.75)

• van Leer̊uv limiter

υ(o) =
o+ |o|
1 + |o|

. (4.76)

• Koren̊uv limiter, který je vhodný pro protiproudé schéma třet́ıho řádu

υ(o) = max

[
0,min

(
2o,

1 + 2o

3
, 2

)]
. (4.77)

• Superbee limiter

υ(o) = max
[
0,min(2o, 1),min(o, 2)

]
. (4.78)

• MC limiter

υ(o) = max

[
0,min

(
2o,

1 + o

2
, 2

)]
. (4.79)

• Ospre limiter

υ(o) =
1.5(o2 + o)

o2 + o+ 1
. (4.80)

Numerická metoda s MUSCL rekonstrukćı a limiterem má v jednorozměném př́ıpadě TVD vlastnost9

a je stabilńı v TV normě (viz [34]). Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě se TVD vlastnost nepodařilo dokázat,
ale numerické experimenty ukazuj́ı, že si tato metoda zachovává př́ıznivé vlastnosti TVD metod.
Rekonstrukce primitivńıch proměnných na ostatńıch rozhrańıch je analogická. Nakonec lze z prim-
itivńıch proměnných ŨL/R stejně jako v jednorozměrném př́ıpadě dostat konzervativńı proměnné

W̃L/R, které ve schématu HLLC nahrad́ı p̊uvodńı proměnné WL/R, viz (4.64).

4.3.2 WENO rekonstrukce

Daľśım typem rekonstrukce, která bude použita v této práci je WENO rekonstrukce, viz [38]. Na rozd́ıl
od MUSCL metody, která je popsána v předchoźı kapitole, je WENO rekonstrukce v́ıcerozměrná a
nesnižuje řád v okoĺı nespojitost́ı. V této práci se omeźıme pouze na po částech lineárńı rekonstrukci,
která vede na schéma druhého řádu v prostoru, ačkoliv lze tuto metodu rozš́ı̌rit i pro vyšš́ı řády
přesnosti, viz [38]. Sada buněk, která se použije k výpočtu predikce gradient̊u řešeńı zahrnuje buňku,
ve které chceme gradient určit a dále všechny jej́ı sousedy. Rekonstrukci zde opět provedeme pro
primitivńı proměnné U = (ρ, u, v, w, p)T . Pro šestistěnnou buňku existuje osm možnost́ı, jak spoč́ıtat
predikci gradientu řešeńı, tedy z buněk s těžǐsti FRDC, RBDC, BLDC, LFDC, FRUC, RBUC,
BLUC a LFUC, viz obrázek 4.5.

9Tzn. nerostoućı totálńı variaci v čase, viz např. [28].
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Obrázek 4.5: Část výpočetńı śıtě pro znázorněńı WENO rekonstrukce.

Nyńı sestavme rovnice pro př́ıpad BLDC:

UL − UC = grad1
xUC(

−→
CL)x + grad1

yUC(
−→
CL)y + grad1

zUC(
−→
CL)z,

UB − UC = grad1
xUC(

−−→
CB)x + grad1

yUC(
−−→
CB)y + grad1

zUC(
−−→
CB)z,

UD − UC = grad1
xUC(

−−→
CD)x + grad1

yUC(
−−→
CD)y + grad1

zUC(
−−→
CD)z. (4.81)

Ze soustavy rovnic (4.81) lze źıskat10 řešeńı grad1UC = (grad1
xUC , grad1

yUC , grad1
zUC). T́ım jsme

źıskaly jednu z možnost́ı jak spoč́ıtat predikci gradientu v buňce DC . Pro ostatńı možnosti lze sestavit
obdobné soustavy rovnic, jejichž řešeńım obdrž́ıme gradienty gradkUC = (gradkxUC , gradkyUC , gradkzUC),
kde k = 2, . . . , 8.
WENO rekonstruce je vylepšeńım p̊uvodńı ENO metody, jej́ıž princip spoč́ıvá ve výběru gradientu
s nejmenš́ı totálńı variaćı, aby se co nejv́ıce potlačil vznik a š́ı̌reńı nefyzikálńıch oscilaćı v řešeńı, viz
[38]. Vylepšeńı spoč́ıvá v uvažováńı všech predikćı gradientu, přičemž výsledný gradient je určen jako
vážený pr̊uměr všech možnost́ı. Váhy jsou navrženy tak, aby byla jejich hodnota velká v mı́stech, kde
je řešeńı hladké a naopak, aby se jejich hodnota bĺıžila k nule v okoĺı nespojitost́ı. Součet všech vah pak
muśı být roven jedné. Podle Friedrichse (viz [38]) lze váhy určit pomoćı tzv. oscilačńıho indikátoru,
který je obecně definován jako

OI =

( ∑
1≤|α|≤n

˚
Di

L
2|α|−4
D

[
DαP (x, y, z)

]2
dxdydz

) 1
2

, (4.82)

kde P (x, y, z) je polynom stupně n, který aproximuje řešeńı U . V našem př́ıpadě po částech lineárńı
rekonstrukce (polynom prvńıho stupně) se oscilačńı indikátor zjednodušš́ı do tvaru

OIk ≈
(
L−2
D

[
(gradkxUC)2 + (gradkyUC)2 + (gradkzUC)2

]
|Di|

) 1
2

, (4.83)

kde LD je charakteristický rozměr buňky, který lze určit jako

LD =
3

√
D

K
, (4.84)

kde K je počet buněk śıtě. Váhy jsou pak dány vztahem

wk =
OI−2

k∑8
l=1OI

−2
l

(4.85)

10Libovolnou metodou pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.
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a výsledné složky gradientu vztahy

gradxUC =

8∑
k=1

wkgradkxUC , gradyUC =

8∑
k=1

wkgradkyUC , gradzUC =

8∑
k=1

wkgradkzUC . (4.86)

Rekonstrukci primitivńıch proměnných na rozhrańı I3, viz obrázek 4.5, sestav́ıme jako

ŨC = UC + (
−−→
CI3)xgradxUC + (

−−→
CI3)ygradyUC + (

−−→
CI3)zgradzUC , (4.87)

ŨL = UL + (
−−→
LI3)xgradxUL + (

−−→
LI3)ygradyUL + (

−−→
LI3)zgradzUL. (4.88)

Rekonstrukce na ostatńıch rozhrańıch je analogická. Podobně, jako v př́ıpadě MUSCL rekonstrukce,
lze snadno z rekonstruovaných proměnných ŨL/C źıskat konzervativńı proměnné W̃L/C , které ve
schématu HLLC nahrad́ı p̊uvodńı proměnné WL/C .

4.3.3 TVD Runge-Kuttovy metody

Základńı metodou pro časovou diskretizaci je Eulerova metoda, která již byla popsána v kapitolách
4.1.2, resp. 4.2.1. V nestacionárńıch př́ıpadech prouděńı je použit́ı schémat vyšš́ıho řádu nutnost́ı,
nebot’ Eulerova metoda by sńıžila celkový řád metody. Ve stacionárńım př́ıpadě lze Eulerovu metodu
použ́ıt, ale i zde jsou žádoućı schémata vyšš́ıho řádu, protože numerické experimenty ukazuj́ı, že
metody vyšš́ıho řádu konverguj́ı rychleji ke stacionárńımu řešeńı.
V našem př́ıpadě použ́ıváme pro časovou diskretizaci explicitńı TVD Runge-Kuttovy metody, u
kterých je zaručeno, že totálńı variace bude v čase nerostoućı a v řešeńı nebudou vznikat nežádoućı
nefyzikálńı oscilace. Tyto metody jsou popsány např. v [34], nebo v [35].
Uvažujme metodu konečných objemů v semidiskrétńım tvaru, kde reziduum na pravé straně vzniklo
diskretizaćı nevazkých, př́ıpadně i vazkých11 tok̊u

dWi(t)

dt
= Rez(W )i. (4.89)

Dvoukroková TVD Runge-Kuttova metoda

Pro časovou diskretizaci použijeme dvoukrokovou TVD Runge-Kuttovu metodu

W
n+ 1

2
i = Wn

i + ∆tRez(W )ni

Wn+1
i =

1

2
Wn
i +

1

2
W

n+ 1
2

i +
1

2
∆tRez(W )

n+ 1
2

i . (4.90)

Tato metoda je druhého řádu v čase.

Tř́ıkroková TVD Runge-Kuttova metoda

Tř́ıkroková TVD Runge-Kuttova metoda má tvar

W
n+ 1

3
i = Wn

i + ∆tRez(W )ni

W
n+ 2

3
i =

3

4
Wn
i +

1

4
W

n+ 1
3

i +
1

4
∆tRez(W )

n+ 1
3

i

Wn+1
i =

1

3
Wn
i +

2

3
W

n+ 2
3

i +
2

3
∆tRez(W )

n+ 2
3

i . (4.91)

Tato metoda je třet́ıho řádu v čase.

Pro obě metody plat́ı podmı́nka stability (4.32) v př́ıpadě řešeńı soustavy Eulerových rovnic, resp.
podmı́nka (4.55) pro př́ıpad řešeńı soustavy Navierových-Stokesových rovnic. CFL č́ıslo lze pro obě
metody volit v intervalu (0, 1).
Ve stacionárńıch př́ıpadech prouděńı lze urychlit konvergenci ke stacionárńımu řešeńı použit́ım lokálńıho
časového kroku, kde mı́sto minima ve vztahu (4.32), resp. (4.55) poč́ıtáme časový krok pro každou
buňku zvlášt’. Použit́ı lokálńıho časového kroku redukuje dobu potřebnou k dosažeńı stacionárńıho
řešeńı přibližně o polovinu.

11V př́ıpadě, kdy řeš́ıme soustavu Navierových-Stokesových rovnic.
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4.4 Metoda konečných objemů pro rovnice modelu turbu-
lence

V této kapitole se budeme zabývat metodou konečných objemů pro transportńı rovnice TNT k − ω
modelu, viz kapitola 3.2.1. Modelové rovnice zaṕı̌seme opět ve vektorovém tvaru

∂W

∂t
+
∂F1(W )

∂x
+
∂F2(W )

∂y
+
∂F3(W )

∂z
=
∂R1(W,∇W )

∂x
+
∂R2(W,∇W )

∂y
+
∂R3(W,∇W )

∂z
+Q(W,∇W ),

(4.92)
kde

W =

[
ρk
ρω

]
, F1 =

[
ρkũ
ρωũ

]
, F2 =

[
ρkṽ
ρωṽ

]
, F3 =

[
ρkw̃
ρωw̃

]
, (4.93)

R1 =

[
(µ+ σ∗µt)

∂k
∂x

(µ+ σµt)
∂ω
∂x

]
, R2 =

[
(µ+ σ∗µt)

∂k
∂y

(µ+ σµt)
∂ω
∂y

]
, R3 =

[
(µ+ σ∗µt)

∂k
∂z

(µ+ σµt)
∂ω
∂z

]
(4.94)

a

Q =

[
P − β∗ρkω

αωkP − βρω
2 + Cd

]
, (4.95)

kde P je produkčńı člen daný vztahem (3.24), vazkost µ je dána posledńım vztahem v (3.14), turbu-
lentńı vazkost µt záviśı na volbě modelu turbulence a Cd představuje př́ıčnou difuzi

Cd = σd
ρ

ω
max

(
∂k

∂x

∂ω

∂x
+
∂k

∂y

∂ω

∂y
+
∂k

∂z

∂ω

∂z
, 0

)
. (4.96)

Semidiskrétńı schéma metody konečných objemů dostaneme integraćı rovnice (4.92) přes obecnou
buňku śıtě Di a následnou aplikaćı věty o středńı hodnotě, resp. Gaussovy-Ostrogradského věty,
přičemž integrál přes uzavřenou plochu nahrad́ıme sumaćı

dWi(t)

dt
=

1

|Di|

6∑
k=1

[
R̂k(W,∇W,~n)− F̂k(W,~n)

]
∆Sk +Qi(W,∇W ), (4.97)

kde

F̂ (W,~n) = F1nx + F2ny + F3nz =

[
ρkq̃
ρωq̃

]
, (4.98)

q̃ = ũnx + ṽny + w̃nz (4.99)

a

R̂k(W,∇W,~n) = R1nx +R2ny +R3nz. (4.100)

Aproximace nevazkých tok̊u je v našem př́ıpadě realizována schématem HLLC (viz kapitola 4.1.1)

F̂k(W,~n) ≈ F̂HLLCk (WL,WR, ~n) =


F (WL) pro SL > 0
F (W ∗L) pro SL ≤ 0 < SM
F (W ∗R) pro SM ≤ 0 ≤ SR
F (WR) pro SR < 0,

(4.101)

kde

F (WL) =

[
ρLkLq̃L
ρLωLq̃L

]
, F (WR) =

[
ρRkRq̃R
ρRωRq̃R

]
, (4.102)

F (W ∗L) =

[
ρ∗LkLSM
ρ∗LωLSM

]
, F (W ∗R) =

[
ρ∗RkRSM
ρ∗RωRSM ,

]
(4.103)

ρ∗L = ρL
ρL − q̃L
SL − SM

, ρ∗R = ρR
ρR − q̃R
SR − SM

(4.104)

a vlnové rychlosti SM , SL, SR jsou vyč́ısleny pomoćı vztah̊u (4.16), resp. (4.17), resp. (4.18) pro
středované veličiny. Pro vyšš́ı řád v prostoru lze použ́ıt rekonstrukce MUSCL (kapitola 4.3.1), či
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WENO (kapitola 4.3.2) pro primitivńı proměnné k a ω.
Aproximace vazkých tok̊u je provedena pomoćı centrálńıho schématu popsaného v kapitole 4.2, tzn.

R̂k(W,∇W,~n) ≈ R̂CSk (WL,WR,∇W,~n) =

=

[
(µ|Ik + σ∗µt|Ik)∂k∂x

∣∣
Ik
nx + (µ|Ik + σ∗µt|Ik)∂k∂y

∣∣
Ik
ny + (µ|Ik + σ∗µt|Ik)∂k∂z

∣∣
Ik
nz

(µ|Ik + σ∗µt|Ik)∂ω∂x
∣∣
Ik
nx + (µ|Ik + σ∗µt|Ik)∂ω∂y

∣∣
Ik
ny + (µ|Ik + σ∗µt|Ik)∂ω∂z

∣∣
Ik
nz

]
. (4.105)

Zdrojové členy, které jsou obsaženy ve vektoru Q se vyč́ısluj́ı př́ımo z hodnot v primárńıch buňkách
Di. Jediným problémem je závislost zdrojových člen̊u na prvńıch derivaćıch řešeńı, které je tedy
nutné určit. K výpočtu derivaćı v primárńıch buňkách Di použijeme Gaussovu-Ostrogradského větu
podobně jako v kapitole 4.2.
Určeme nyńı parciálńı derivaci obecné veličiny Φ podle x. Pomoćı výše zmı́něné věty dostaneme˚

Di

∂Φ

∂x
dxdydz =

‹
∂Di

ΦnxdS. (4.106)

S využit́ım věty o středńı hodnotě a nahrazeńım plošného intergrálu přes uzavřenou plochu sumaćı
obdrž́ıme vztah

∂Φi
∂x

=
1

|Di|

6∑
k=1

Φk
[
(nx)k∆Sk

]
, (4.107)

kde jednotlivé Φk jsou dány jako

Φ1 =
1

4
(Φv1 + Φv2 + Φv3 + Φv4),

Φ2 =
1

4
(Φv2 + Φv6 + Φv4 + Φv8),

Φ3 =
1

4
(Φv5 + Φv6 + Φv7 + Φv8),

Φ4 =
1

4
(Φv1 + Φv5 + Φv3 + Φv7),

Φ5 =
1

4
(Φv1 + Φv2 + Φv5 + Φv6),

Φ6 =
1

4
(Φv3 + Φv4 + Φv7 + Φv8), (4.108)

viz obrázek 4.6.

y

z

x
v1

v2

v3

v4

v5
v6

v7

v8

i

Obrázek 4.6: Primárńı výpočetńı buňka.

Neznámé hodnoty ve vrcholech primárńı buňky Di jsou určeny jako algebraické pr̊uměry hodnot
ze všech okolńıch buňek Dj , které se daného vrcholu dotýkaj́ı, tzn.

Φvl =
1

8

8∑
j=1

Φj , l = 1, . . . , 8. (4.109)
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Parciálńı derivace podle y a z dostaneme pomoćı vztah̊u

∂Φi
∂y

=
1

|Di|

6∑
k=1

Φk
[
(ny)k∆Sk

]
, (4.110)

resp.

∂Φi
∂z

=
1

|Di|

6∑
k=1

Φk
[
(nz)k∆Sk

]
. (4.111)

Pro časovou diskretizaci vztahu (4.97) lze použ́ıt některou z TVD Runge-Kuttových metod, viz kapi-
tola 4.3.3. Transportńı rovnice modelu turbulence jsou ovšem obt́ıžně řešitelné, nebot’ jsou d́ıky
zdrojovým člen̊um velmi citlivé na počátečńı podmı́nky a malé poruchy, které vedou k nestabilitě
a následné divergenci. Tento problém lze odstranit volbou menš́ıho časového kroku, nebo implicitńı
diskretizaćı zdrojových člen̊u. Implicitńı metody jsou v lineárńıch př́ıpadech nepodmı́něně stabilńı a
v nelineárńıch př́ıpadech dovoluj́ı výpočty s mnohem větš́ım časovým krokem, než explicitńı metody,
viz [36]. V našem př́ıpadě použijeme metodu, která vycháźı z bodové implicitńı metody pro zdrojové
členy a je odvozena v [9], nebo v [45].
Uvažujme semidiskrétńı tvar metody konečných objemů (4.97), který přeṕı̌seme do podoby

dWi(t)

dt
= Rez(W )i = RezNV (W )i +Qi(W ), (4.112)

kde RezNV (W )i obsahuje diskretizované nevazké a vazké toky. Necht’ W i je řešeńım soustavy rovnic

dWi(t)

dt
= RezNV (W )i, (4.113)

které je źıskané libovolnou explicitńı metodou. Potom posledńı krok časové integrace má tvar

Wn+1
i = W i +

∆t

1−∆tmin(A, 0)
Qi(W ), (4.114)

kde A je definován jako

A =

{
−β∗ω pro 1. rovnici
−2βω − Cd/ρω pro 2. rovnici.

(4.115)

Výše popsaná metoda je prvńıho řádu přesnosti a může být použita pouze pro stacionárńı př́ıpady
prouděńı. V nestacionárńıch režimech lze použ́ıt jednu z explicitńıch TVD Runge-Kuttových metod.
V této práci je soustava středovaných Navierových-Stokesových rovnic řešena společně s transportńımi
rovnicemi modelu turbulence. Podmı́nka stability pro tento př́ıpad má tvar

∆t ≤ min

[
CFL

|uξ|+c
∆ξ + |uψ|+c

∆ψ + |uη|+c
∆η + 2µ+µt

ρ

(
1

∆ξ2 + 1
∆ψ2 + 1

∆η2

)], (4.116)

kde uξ, uψ, uη jsou dány vztahy (4.33) a ∆ξ, ∆ψ a ∆η vztahy (4.34). Minimum je zde opět bráno
přes všechny primárńı buňky śıtě a CFL lze volit v intervalu (0, 1).

Poznámka 4.4.1. V této kapitole byla popsána metoda konečných objem̊u pro transportńı rovnice
TNT modelu, přičemž jsme předpokládali, že uzav́ırá středovanou soustavu Navierových-Stokesových
rovnic. Výše popsaný postup lze ale použ́ıt i pro X-LES model.

4.5 Numerická realizace okrajových podmı́nek

V této práci je použita metoda, jej́ıž princip spoč́ıvá v přidáńı fiktivńı řady buňek (tzv. ghost cells) za
hranici výpočetńı oblasti. Okrajové podmı́nky jsou vyč́ısleny v těchto fiktivńıch buňkách a nevazké a
vazké toky hranićı výpočetńı oblasti jsou poté poč́ıtány numerickým schématem bez jakékoliv modi-
fikace.
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4.5.1 Okrajové podmı́nky na vstupu

Podle kapitoly 2.4 bychom v př́ıpadě prostorového subsonického12 prouděńı měli na vstupu zadat
čtyři veličiny. V této práci nejčatěji zadáváme stagnačńı hustotu ρ0, stagnačńı tlak p0, úhel náběhu
proudu α∞ a úhel odklonu proudu ϕ∞. Dále extrapolujeme tlak ze vnitřku výpočetńı oblasti, tzn.
předepisujeme

∂p

∂~n
≈ pg − p1

∆s
= 0→ pg = p1, (4.117)

kde pg označuje tlak ve fiktivńı buňce před vstupńı hranićı, p1 označuje tlak z prvńı buňky výpočetńı
oblasti za vstupńı hranićı a ∆s je vzdálenost mezi těžǐsti prvńı a fiktivńı buňky. Pomoćı daných
stagnačńıch veličin a extrapolovaného tlaku lze pomoćı izoentropických vztah̊u (viz [7]) spoč́ıtat hus-
totu ve fiktivńı buňce

pg
p0

=

(
ρg
ρ0

)γ
→ ρg (4.118)

a dále Machovo č́ıslo ve fiktivńı buňce

p0 = pg

(
1 +

γ − 1

2
M2
g

) γ
γ−1

→Mg. (4.119)

Pomoćı hustoty a tlaku lze ve fiktivńı buňce vyjádřit rychlost zvuku

cg =

√
γpg
ρg

(4.120)

a s pomoćı Machova č́ısla velikost rychlosti

|~ug| = Mgcg. (4.121)

Pomoćı velikosti rychlosti a zadaných úhl̊u můžeme vyjádřit jednotlivé složky vektoru rychlosti jako

ug = |~ug| cosα∞ cosϕ∞, (4.122)

vg = |~ug| sinα∞, (4.123)

wg = |~ug| cosα∞ sinϕ∞ (4.124)

a nakonec dopoč́ıtat celkovou energii

Eg =
pg

ρg(γ − 1)
+

1

2
|~ug|2. (4.125)

V př́ıpadě turbulentńıho prouděńı je na vstupu předepsána hodnota turbulentńı kinetické energie k∞
a specifické rychlosti disipace ω∞, takže můžeme položit kg = k∞ a ωg = ω∞, přičemž turbulentńı
kinetickou energii je nutné přič́ıst k celkové energii, tzn. na pravou stranu vztahu (4.125).

4.5.2 Okrajové podmı́nky na výstupu

Podle kapitoly 2.4 bychom v př́ıpadě prostorového subsonického prouděńı měli na výstupu zadat
jednu veličinu a v př́ıpadě supersonického prouděńı bychom neměli zadat žádnou veličinu. V této
práci zadáváme na výstupu v př́ıpadě subsonického proudu tlak p2. Hodnota tlaku ve fiktivńı buňce
za výstupńı hranićı tedy bude pg = p2. Ostatńı veličiny, tedy hustota a složky vektoru rychlosti,
př́ıpadně turbulentńı kinetická energie a specifická rychlost disipace, jsou extrapolovány z vnitřku
výpočetńı oblasti. Celková energie je potom dopočtena pomoćı vztahu13 (4.125) pro veličiny ve fik-
tivńı buňce za výstupńı hranićı.
V př́ıpadě supersonického výstupńıho proudu se extrapoluj́ı do fiktivńı buňky za výstupńı hranićı
všechny veličiny.

12V této práci budeme řešit pouze subsonické a transsonické režimy prouděńı, ve kterých je normálová složka rychlosti
nab́ıhaj́ıćıho proudu podzvuková.

13Př́ıpadně doplněného o turbulentńı kinetickou energii.



58 4.5. Numerická realizace okrajových podmı́nek

4.5.3 Okrajové podmı́nky na pevné stěně

V tomto př́ıpadě muśıme rozlǐsit, zda se jedná o nevazké, nebo vazké prouděńı. V nevazkém prouděńı
plat́ı, že normálová složka vektoru rychlosti muśı být nulová. To odpov́ıdá podmı́nce symetrie, kterou
v našem př́ıpadě realizujeme metodou zrcadleńı, tzn. veličiny ve fiktivńı bunce za stěnou dostaneme
jako zrcadlové obrazy veličin v prvńı buňce u stěny (označené indexem 1) ve směrnu normály, tedy

ρg = ρ1, (4.126)

ug = u1 − 2(u1nx + v1ny + w1nz)nx, (4.127)

vg = v1 − 2(u1nx + v1ny + w1nz)ny, (4.128)

wg = w1 − 2(u1nx + v1ny + w1nz)nz, (4.129)

pg = p1. (4.130)

Celkovou energii lze snadno dopoč́ıtat ze vztahu (4.125).
Pro vazké prouděńı uvažujeme adiabatickou stěnu, pro kterou plat́ı, že složky vektoru rychlosti na
stěně jsou nulové. Veličiny ve fiktivńı buňce dostaneme jako

ρg = ρ1, (4.131)

ug = −u1, (4.132)

vg = −v1, (4.133)

wg = −w1, (4.134)

pg = p1, (4.135)

kde index 1 opět znač́ı prvńı buňku u stěny ve směrnu normály. Pro turbulentńı kinetickou energii
plat́ı, že je na stěně nulová, takže podobně jako pro složky vektoru rychlosti dostaneme

kg = −k1. (4.136)

Hodnota specifické rychlosti disipace na stěně ωw je zadána. Hodnotu ve fiktivńı buňce za stěnou
dostaneme jako

ωg = 2ωw − ω1. (4.137)

Celkovou energii opět dopoč́ıtáme pomoćı vztahu (4.125), který v př́ıpadě turbulentńıho prouděńı
doplńıme o turbulentńı kinetickou energii.



Kapitola 5

Numerické řešeńı prostorového
nevazkého prouděńı

V této kapitole budou řešeny některé př́ıpady prostorového prouděńı nevazké tekutiny, které je mode-
lováno pomoćı soustavy Eulerových rovnic.

5.1 Transsonické prouděńı testovaćım kanálem

Prvńım řešeným př́ıpadem je transsonické prouděńı GAMM kanálem, přičemž uvažujeme tři r̊uzné
geometrie. Tyto př́ıpady slouž́ı k otestováńı numerických schémat pro aproximaci nevazkých tok̊u.
Prvńı př́ıpad je v podstatě rozš́ı̌reńı dvourozměrné konfigurace (viz [9]) do 3D.
Ve druhém př́ıpadě má profil uprostřed kanálu proměnnou výšku od 0.16 pro z = 0 až do 0.1 pro
z = 1.
Ve třet́ım př́ıpadě je profil šikmý, viz obrázek 5.11.
Ve všech třech př́ıpadech je prouděńı charakterizováno poměrem výstupńıho a stagnačńıho tlaku
p2/p0 = 0.737 a nulovým úhlem náběhu, resp. odklonu proudu, tzn. α∞ = 0◦, resp. ϕ∞ = 0◦.
Stagnačńı hustota je volena ρ0 = 1 a stagnačńı tlak p0 = 1.
Ve všech třech př́ıpadech je použita strukturovaná H-śıt’, která se skládá z 180×35×12 hexahedrálńıch
buněk.

5.1.1 Prouděńı GAMM kanálem rozš́ı̌reným z 2D konfigurace

(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 5.1: Rozš́ı̌rený GAMM kanál pro prostorové prouděńı.

59
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Obrázek 5.2: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, WENO schéma.

Obrázek 5.3: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, MUSCL2 schéma.
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Obrázek 5.4: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, MUSCL3 schéma.

Obrázek 5.5: Rozložeńı Machova č́ısla na dolńı stěně kanálu.
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Obrázek 5.6: Detail Zierepovy singularity.

Obrázek 5.7: Historie konvergence použitých schémat.
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Extrémy Machova č́ısla

schéma MUSCL2 MUSCL3 WENO
Mmin 0.39354 0.38734 0.37776
Mmax 1.33941 1.34696 1.35508

Tabulka 5.1: Maxima a minima Machova č́ısla v GAMM kanále źıskaná r̊uznými schématy.

Nevazké prouděńı GAMM kanálem se často použ́ıvá k testováńı numerických metod. Z numerických
experiment̊u je dobře známo, že ve výše popsaném transsonickém režimu by mělo být dosaženo maxi-
ma Machova č́ısla na spodńı stěně kanálu ve druhé polovině profilu (v rozšǐruj́ıćı se části), přičemž
maximum se pohybuje v rozmeźı Mmax = 1.34 − 1.40. Dále za rázovou vlnou vzniká daľśı lokálńı
maximum Machova č́ısla, tzv. Zierepova singularita, viz [4]. Hodnota maxima Machova č́ısla společně
s rozlǐseńım rázové vlny a Zierepovy singularity slouž́ı jako hlavńı kritéria pro posouzeńı kvality
numerického řešeńı.
Rozš́ı̌rený GAMM kanál byl řešen numerickými metodami, které jsou založeny na schématu HLLC s
r̊uznými rekonstrukcemi. Prvńı metoda použ́ıvá WENO rekonstrukci. Tato metoda je označená jako
WENO. Druhá metoda použ́ıvá MUSCL rekonstrukci s parametrem ϑ = −1 (protiproudé schéma
druhého řádu) a minmod limiter. Tuto metodu označujeme jako MUSCL2. Posledńı metoda je založena
na MUSCL rekonstrukci s parametrem ϑ = 1/3 (protiproudé schéma třet́ıho řádu) a Korenovým
limiterem. Tuto metodu označujeme jako MUSCL3. Metody WENO a MUSCL2 použ́ıvaj́ı pro časovou
integraci dvoukrokovou TVD Runge-Kuttovu metodu, zat́ımco metoda MUSCL3 použ́ıvá tř́ıkrokovou
variantu. Všechny metody dále využ́ıvaj́ı lokálńı časový krok k urychleńı konvergence.
Z obrázk̊u 5.2, 5.3, 5.4 a 5.5 je vidět velmi dobrá shoda mezi jednotlivými metodami. Na obrázku 5.6 je
vidět zachyceńı Zierepovy singularity. Metody MUSCL3 a WENO dosahuj́ı mı́rně lepš́ıho rozlǐseńı než
metoda MUSCL2. Z tabulky 5.1 je vidět, že nejvyšš́ı hodnotu maxima Machova č́ısla dosahuje WENO
schéma. Na obrázku 5.7 vid́ıme konvergenci jednotlivých metod ke stacionárńımu řešeńı. Reziduum
je dáno logaritmem L2 normy derivace hustoty, tzn.

reziduum := log10

(∑
i

(ρn+1
i −ρni

∆t

)2|Di|∑
i |Di|

) 1
2

. (5.1)

Metody MUSCL3 a WENO konverguj́ı na úroveń strojové nuly, zat́ımco metoda MUSCL2 pouze k
hodnotě −4.88.
Z dosažených výsledk̊u vyplývá, že všechny uvedené metody lze pro tento př́ıpad prouděńı použ́ıt. Nej-
kvalitněǰśı numerické řešeńı bylo dosaženo pomoćı WENO schématu, které je ale mnohem náročněǰśı
na výpočetńı čas. Schémata MUSCL2 a MUSCL3 jsou srovnatelně náročná na výpočetńı čas, přičemž
MUSCL3 schéma poskytuje výrazně lepš́ı výsledky.
V následuj́ıćıch dvou kapitolách (kapitola 5.1.2, resp. kapitola 5.1.3) jsou rešeny ostatńı varianty
geometrie GAMM kanálu pomoćı schémat WENO a MUSCL3. Z dosažených výsledk̊u je zřejmé,
že pomoćı obou metod bylo dosaženo srovnatelných výsledk̊u, které jsou v dobré shodě s výpočty
ostatńıch autor̊u, viz např. [36].
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5.1.2 Prouděńı GAMM kanálem s proměnnou výškou profilu

(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 5.8: GAMM kanál s proměnnou výškou profilu.

(a) Rozložeńı izočar. (b) Rozložeńı na dolńı stěně.

Obrázek 5.9: Rozložeńı Machova č́ısla, WENO schéma.

(a) Rozložeńı izočar. (b) Rozložeńı na dolńı stěně.

Obrázek 5.10: Rozložeńı Machova č́ısla, MUSCL3 schéma.
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5.1.3 Prouděńı GAMM kanálem s šikmým profilem

(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 5.11: GAMM kanál s šikmým profilem.

(a) Rozložeńı izočar. (b) Rozložeńı na dolńı stěně.

Obrázek 5.12: Rozložeńı Machova č́ısla, WENO schéma.

(a) Rozložeńı izočar. (b) Rozložeńı na dolńı stěně.

Obrázek 5.13: Rozložeńı Machova č́ısla, MUSCL3 schéma.
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5.2 Transsonické obtékáńı kř́ıdla NACA0012

Daľśım řešeným př́ıpadem je transsonické obtékáńı kř́ıdla NACA0012. Řešený př́ıpad je charakteri-
zován Machovým č́ıslem M∞ = 0.85 a nulovým úhlem náběhu, resp. odklonu. Vzhledem k nulovému
úhlu náběhu a symetrii kř́ıdla stač́ı řešit pouze jednu polovinu skutečné výpočetńı oblasti. Okrajové
podmı́nky jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice ABEF - p0 = 1, ρ0 = 1, α∞ = 0◦ a ϕ∞ = 0◦.

• Výstupńı hranice CDGH - p2 = 0.623512 (odpov́ıdá M∞ = 0.85).

• Hranice ABCD (kromě části představuj́ıćı kř́ıdlo, viz obrázek 5.14), EFGH a BCFG - podmı́nka
symetrie.

• Hranice ADEH a část hranice ABCD (část, která představuje kř́ıdlo) - pevná stěna.

Numerická realizace okrajové podmı́nky symetrie je v nevazkém prouděńı stejná, jako v př́ıpadě
podmı́nky modeluj́ıćı pevnou stěnu.
Pro numerické řešeńı byla použita strukturovaná H-śıt’, která se skládá z 100×50×25 hexahedrálńıch
buněk. Numerické řešeńı je źıskáno schématem HLLC s MUSCL rekonstrukćı (ϑ = −1, minmod
limiter) a pro časouvou integraci je použita dvoukroková TVD Runge-Kuttova metoda s lokálńım
časovým krokem.

Obrázek 5.14: Výpočetńı oblast pro obtékáńı kř́ıdla NACA0012.

Na obrázćıch 5.15, 5.16 a 5.17 je srovnáńı s numerickou metodou doc. Ing. Jǐŕıho Fürsta, Ph.D.,
která je založena na schématu AUSM s po částech lineárńı WLSQR rekonstrukćı a implicitńı Eulerově
metodě časové diskretizace, viz [39], nebo [40]. Srovnáváme rozložeńı izočar, resp. pr̊uběhy tlakového
koeficientu, který je definován jako

cP =
p− p∞

1
2ρ∞|~u∞|2

. (5.2)

Z porovnáńı je vidět velmi dobrá shoda dvou zcela odlǐsných numerických metod.



Kapitola 5. Numerické řešeńı prostorového nevazkého prouděńı 67

Obrázek 5.15: Rozložeńı tlakového koeficientu ve formě izočar, MUSCL HLLC.

Obrázek 5.16: Rozložeńı tlakového koeficientu ve formě izočar, WLSQR AUSM (výsledek źıskaný doc.
Ing. Jǐŕım Fürstem, Ph.D.).
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Obrázek 5.17: Pr̊uběhy tlakového koeficientu ve třech řezech (25% délky, 50% délky a 75% délky
kř́ıdla).

5.3 Transsonické prouděńı statorovou mř́ıž́ı Škoda

Posledńım řešeným př́ıpadem nevazkého prouděńı je transsonické prouděńı statorovou mř́ıž́ı. Tato mř́ıž
se skládá ze 44 lopatek, přičemž úhel mezi dvěmi sousedńımi lopatkami lze vyjádřit jako θ = 2π/44.
V tomto př́ıpadě řeš́ıme pouze jednu periodu (tzn. jeden mezilopatkový kanál, viz obrázek 5.18).
Okrajové podmı́nky byly zadány následovně:

• Vstupńı hranice AEA’E’ - p0(%) = 0.38274, ρ0(%) = 1, α1(%) = 0 a ϕ1(%), který je zadán

tabulkou 5.2. Zadané veličiny jsou obecně závislé na poloměru % =
√
y2 + z2. Vstupńı úhly α1

a ϕ1 jsou dány směrovými kośıny

cosα1 =
(0, y, z) · (u, v, w)√
y2 + z2

√
u2 + v2 + w2

, (5.3)

cosϕ1 =
(0,−z, y) · (u, v, w)√
y2 + z2

√
u2 + v2 + w2

. (5.4)

• Výstupńı hranice DHD’H’ - p2(%), který je zadán tabulkou 5.3.

• Hranice ABCDEFGH (náboj), A’B’C’D’E’F’G’H’ (vněǰśı plášt’), BCB’C’ a FGF’G’ (lopatky) -
podmı́nky pro pevnou stěnu.

• Periodické podmı́nky na hranićıch ABA’B’→EFE’F’ a CDC’D’→GHG’H’:

WABA′B′ = B(θ)WEFE′F ′ , (5.5)

WCDC′D′ = B(θ)WGHG′H′ , (5.6)
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kde transformačńı matice B(θ) je

B(θ) =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 cos θ sin θ 0
0 0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 0 1

 . (5.7)

% ϕ1(%)

0.885000 0.00000
0.994898 0.11656
1.099969 0.23313
1.200522 0.34969
1.296843 0.46626
1.389195 0.58282
1.477817 0.69939
1.562930 0.81595
1.644740 0.93251

Tabulka 5.2: Vstupńı úhel ϕ1(%).

% p2(%)

0.885000 0.1063995
1.031892 0.1421418
1.173505 0.1726315
1.308353 0.1973660
1.435612 0.2170711
1.555010 0.2327506
1.667156 0.2454083
1.772690 0.2557621
1.872000 0.2643191

Tabulka 5.3: Výstupńı tlak p2(%).

Pro numerické řešeńı byla použita strukturovaná H-śıt’, která se skládá z 90×24×17 hexahedrálńıch
buněk, viz obrázek 5.18. Numerické řešeńı bylo źıskáno dvěma r̊uznými metodami. Obě metody jsou
založeny na schématu HLLC a dvoukrokové TVD Runge-Kuttově metodě s lokálńım časovým krokem.
V prvńı metodě je pro zvýšeńı řádu v prostoru použita MUSCL rekonstrukce (ϑ = −1, minmod
limiter), zat́ımco druhá metoda použ́ıvá WENO rekonstrukci.

A B C D

E F
G H

A'

B'
C' D'

E'

F' G' H'

(a) Schématické znázorněńı výpočetńı oblasti. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 5.18: Výpočetńı oblast a śıt’ pro prouděńı statorovou mř́ıž́ı.
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Obrázek 5.19: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, MUSCL HLLC.

Obrázek 5.20: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, WENO HLLC.
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Obrázek 5.21: Pr̊uběhy Machova č́ısla ve třech řezech (15% délky, 50% délky a 85% výšky lopatky).

Z obrázk̊u 5.19 a 5.20 je patrné, že pomoćı metody použ́ıvaj́ıćı WENO rekonstrukci jsme dostali
výrazně kvalitněǰśı numerické řešeńı. Rázové vlny jsou zachyceny mnohem lépe než v př́ıpadě metody,
která využ́ıvá MUSCL rekonstrukci. Na obrázku 5.21 vid́ıme srovnáńı pr̊uběh̊u Machova č́ısla ve třech
řezech po výšce lopatky. Obě metody poskytuj́ı kvalitativně podobné výsledky. Metoda použ́ıvaj́ıćı
WENO rekonstrukci dosahuje vyšš́ıch hodnot Machova č́ısla obdobně jako v př́ıpadě prouděńı GAMM
kanálem. Dosažené výsledky jsou srovnatalné s výpočty j́ıných autor̊u, viz např. [36].
Výsledky, které byly popsány v této kapitole byly publikovány v [46].
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Kapitola 6

Numerické řešeńı prostorového
laminárńıho prouděńı

V této kapitole bude řešen př́ıpad subsonického laminárńıho prouděńı zahnutým kanálem. Laminárńı
prouděńı je modelováno soustavou Navierových-Stokesových rovnic a úloha laminárńıho prouděńı
zahnutým kanálem nám poslouž́ı pro ověřeńı správnosti implementace diskretizace vazkých tok̊u.
Dosažené výsledky budou srovnány s numerickým řešeńım doc. Ing. Jǐŕıho Fürsta, Ph.D., které bylo
źıskáno Causonovým TVD MacCormackovým schématem pro aproximaci nevazkých tok̊u a centrálńım
schématem pro aproximaci vazkých tok̊u, viz [36].
Okrajové podmı́nky pro tuto úlohu jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice - p0 = 1, ρ0 = 1, α∞ = 0◦ a ϕ∞ = 0◦.

• Výstupńı hranice - p2 = 0.84.

• Ostatńı hranice - adiabatická stěna.

Dynamická vazkost byla zadána jako µ∞ = 0.001. To odpov́ıdá Reynoldsově č́ıslu Re = 200. K
výpočtu byla použita strukturovaná H-śıt’, která se skládá z 90 × 30 × 30 hexahedrálńıch buněk.
Numerické řešeńı bylo źıskáno metodami1 MUSCL3 a WENO s centrálńı diskretizaćı vazkých tok̊u.

(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 6.1: Výpočetńı oblast a śıt’ pro prouděńı zahnutým kanálem.

1Které jsou popsány v kapitole 5.1.1.
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Obrázek 6.2: Rozložeńı Machova č́ısla, Causonovo TVD MacCormackovo schéma (výsledek źıskaný
doc. Ing. Jǐŕım Fürstem, Ph.D.).

Obrázek 6.3: Rozložeńı Machova č́ısla, MUSCL3 schéma.
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Obrázek 6.4: Rozložeńı Machova č́ısla, WENO schéma.

Obrázek 6.5: Pr̊uběhy Machova č́ısla v ose kanálu.

Z obrázk̊u 6.2 až 6.5 je vidět velmi dobrá shoda schémat MUSCL3 a WENO s výše popsanou
numerickou metodou doc. Ing. Jǐŕıho Fürsta, Ph.D.
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Př́ıpad výše uvedeného laminárńıho subsonického prouděńı zahnutým kanálem je ryze testovaćı, a
proto výsledky, které byly popsány v této kapitole, nebyly publikovány.



Kapitola 7

Numerické řešeńı rovinného
turbulentńıho prouděńı

Rovninné turbulentńı prouděńı lze modelovat pomoćı soustavy středovaných Navierových-Stokesových
rovnic, kde předpokládáme, že všechny derivace podle z a rychlost ve směru osy z jsou nulové. Tuto
soustavu lze zapsat společně s transportńımi rovnicemi pro turbulentńı veličiny ve vektorovém tvaru
pro středované konzervativńı proměnné W = (ρ, ρũ, ρṽ, ρẼ, ρk, ρω)T

∂W

∂t
+
∂F1(W )

∂x
+
∂F2(W )

∂y
=
∂R1(W,∇W )

∂x
+
∂R2(W,∇W )

∂y
+Q(W,∇W ), (7.1)

kde F1 a F2, jsou nevazké toky

F1(W ) =



ρũ
ρũ2 + p
ρũṽ

(ρẼ + p)ũ
ρũk
ρũω

 , F2(W, ) =



ρṽ
ρũṽ

ρṽ2 + p

(ρẼ + p)ṽ
ρṽk
ρṽω

 , (7.2)

a R1 a R2, jsou vazké toky, které lze vyjádřit jako

R1(W,∇W ) =


0
τ totxx

τ totxy

ũτ totxx + ṽτ totxy − qtotx
(µ+ σ∗µt)

∂k
∂x

(µ+ σµt)
∂ω
∂x

 , R2(W,∇W ) =



0
τ totxy

τ totyy

ũτ totxy + ṽτ totyy − qtoty
(µ+ σ∗µt)

∂k
∂y

(µ+ σµt)
∂ω
∂y

 , (7.3)

kde jednotlivé složky tenzoru celkového napět́ı τ totij = τij + τ tij jsou

τ totxx = (µ+ µt)

(
4

3

∂ũ

∂x
− 2

3

∂ṽ

∂y

)
− 2

3
ρk − ρka(ex)

xx , τ totxy = (µ+ µt)

(
∂ũ

∂y
+
∂ṽ

∂x

)
− ρka(ex)

xy ,

τ totyy = (µ+ µt)

(
4

3

∂ṽ

∂y
− 2

3

∂ũ

∂x

)
− 2

3
ρk − ρka(ex)

yy (7.4)

a složky vektoru celkového tepelného toku qtotj = qj + qtj jsou

qtotx = − γ

γ − 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂x

(
p

ρ

)
, qtoty = − γ

γ − 1

(
µ

Pr
+

µt
Prt

)
∂

∂y

(
p

ρ

)
, (7.5)

přičemž dynamická vazkost µ je dána vztahem

µ = µref

(
p

ρ

) 3
4

(7.6)
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a turbulentńı vazkost µt a složky př́ıdavné anizotropie a
(ex)
ij jsou dány volbou modelu turbulence1.

Vektor Q obsahuje zdrojové členy modelu turbulence a je dán jako

Q(W,∇W ) =


0
0
0
0

P − β∗ρkω
αωkP − βρω

2 + Cd

 , (7.7)

kde produkčńı člen P je dán vztahem (3.24) a př́ıčná difuze Cd je dána vztahem

Cd = σd
ρ

ω
max

(
∂k

∂x

∂ω

∂x
+
∂k

∂y

∂ω

∂y
, 0

)
. (7.8)

Hodnota konstant α, β, β∗, σ, σ∗ a σd opět záviśı na volbě modelu turbulence. Celou soustavu rovnic
uzav́ırá stavová rovnice ideálńıho plynu ve tvaru

p = (γ − 1)

[
ρẼ − 1

2
ρ
(
ũ2 + ṽ2

)
− ρk

]
. (7.9)

7.1 Subsonické prouděńı kolem desky

Prvńım řešeným př́ıpadem rovinného turbulentńıho prouděńı je subsonické prouděńı kolem desky,
které slouž́ı k validaci numerické metody a implementace matematického modelu. Úloha je řešena na
obdelńıkové oblasti [−1, 16.667]× [0, 3], viz obrázek 7.1. Okrajové podmı́nky jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice [x = −1, y = 0 až y = 3] - ρ∞ = 1.4, u∞ = 0.2, v∞ = 0, k∞ = 2.9 · 10−10 a
ω∞ = 1.05 · 10−2.

• Výstupńı hranice [x = 16.667, y = 0 až y = 3] - p2 = 1 (odpov́ıdá M∞ = 0.2).

• Hranice [x = −1 až x = 0, y = 0] a [x = −1 až x = 16.667, y = 3] - podmı́nky symetrie.

• Hranice [x = 0 až x = 16.667, y = 0] - adiabatická stěna.

Dynamická vazkost pro tento př́ıpad má hodnotu µ∞ = 3.5 · 10−7 a specifická rychlost disipace na
stěně je zadána jako ωw = 106.
K výpočtu byla použita strukturovaná H-śıt’, která se skládá ze 110×80 buněk. Prvńı buňka ve směru
osy y má velikost ∆y1 = 10−5. Těžǐstě prvńı buňky má tedy odpov́ıdaj́ıćı normovanou souřadnici
y+ ≈ 1, přičemž y+ je definována jako

y+ =
yuτρ

µ
. (7.10)

Numerické řešeńı bylo źıskáno schématem HLLC s WENO rekonstrukćı pro aproximaci nevazkých
tok̊u a centrálńım schématem pro aproximaci vazkých tok̊u. Pro časovaou integraci byla použita
dvoukroková TVD Runge-Kuttova metoda s lokálńım časovým krokem, přičemž zdrojové členy jsou
diskretizovány pomoćı bodové implicitńı metody (4.114).
Pro modelováńı turbulence byly použity tři modely. Prvńı je dvourovnicový TNT k − ω model. U
tohoto modelu jsme provedli modifikaci produkčńıho členu podle Wallina ([15]), který ve své disertačńı
práci ukazuje, že tento člen ve standardńı podobě zp̊usobuje neadekvátńı nár̊ust turbulentńıch veličin
pro př́ıpad rázové vlny a dále, že i pro př́ıpad subsonického prouděńı může doj́ıt k nefyzikálńımu
nár̊ustu vlivem malých poruch v proudovém poli. Proto je produkčńı člen (3.24) nahrazen limitovaným
produkčńım členem

P (lim) = min

(
P, ρk

√
P/µt

)
. (7.11)

Dále jsme testovali originálńı EARSM model, který je založen na transportńıch rovnićıch TNT mode-
lu s p̊uvodńımi konstantami (ozančený jako EARSM-TNT) a EARSM model s překalibrovanými

1V našem př́ıpadě TNT k − ω, nebo EARSM model.
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konstantami (ozančený jako EARSM-mod). Pro srovnáńı jsme dále provedli výpočet s Hellstenovým
modelem, viz [16], který byl vyvinut př́ımo pro EARSM model.

Obrázek 7.1: Výpočetńı oblast a śıt pro prouděńı kolem desky.

Obrázek 7.2: Rozložeńı třećıho koeficientu na desce (v log. souřadnićıch).
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Obrázek 7.3: Detail rozložeńı třećıho koeficientu na desce (v log. souřadnićıch).

Obrázek 7.4: Rychlostńı profily na desce pro Rex = 107 (y+ v log. stupnici).
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Obrázek 7.5: Detail rychlostńıch profil̊u na desce pro Rex = 107 (y+ v log. stupnici).

Na obrázku 7.2 je vidět rozložeńı třećıho koeficientu

cf =
µ∂u∂y

1
2ρ∞|~u∞|2

(7.12)

v závislosti na Reynoldsově č́ısle Rex, které je definováno jako

Rex =
ρ∞|~u∞|x
µ∞

. (7.13)

Pr̊uběhy rozložeńı třećıho koeficientu, které byly dosaženy pomoćı r̊uzných model̊u turbulence jsou
srovnány s řešeńım laminárńıho prouděńı podle Blasia [52]

cBf =
0.664√
Rex

, (7.14)

resp. vztahem pro turbulentńı prouděńı (White, [52])

cWf =
0.455

ln2(0.06Rex)
. (7.15)

Z dosažených výsledk̊u je patrné, že s pomoćı všech testovaných model̊u turbulence bylo dosaženo
uspokojivých výsledk̊u. Modely založené na EARSM konstitutivńıch vztaźıch zachycuj́ı lépe přechod
z laminárńıho do turbulentńıho režimu prouděńı, ačkoliv ani u jednoho modelu neńı dosaženo správné
polohy přechodu. K tomuto účelu je pravděpodobně nutné zahrnout do matematického popisu model
přechodu, který je ovšem nad rámec této práce. Na obrázku 7.3 je detailněǰśı srovnáńı pr̊uběh̊u třećıho
koeficientu v turbulentńı části mezńı vrstvy. Nejlepš́ı výsledek byl dosažen Kokovým TNT k − ω
modelem. Pomoćı EARSM modelu s překalibrovanými konstantami jsem dosáhly mı́rného zlepšeńı
oproti p̊uvodńımu EARSM modelu. Na obrázku 7.4 je porovnáńı rychlostńıch profil̊u pro Rex = 107,
tzn. v zadńı části desky, kde je již plně vyvinutá turbulentńı mezńı vrstva. Normovaná rychlost u+ je
definována jako

u+ =
u

uτ
(7.16)
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a souřadnice y+ je dána vztahem (7.10). Z pr̊uběh̊u rychlostńıch profil̊u je vidět dobrá shoda všech
testovaných model̊u v oblasti vazké podvrstvy, kde plat́ı u+ ≈ y+ i v oblasti zákona stěny, kde plat́ı

u+ =
1

κ
ln y+ + konst. (7.17)

Na obrázku 7.5 je detail pr̊uběh̊u rychlostńıch profil̊u v oblasti vněǰśı hranice mezńı vrstvy. Zde vid́ıme,
že za pomoci p̊uvodńıho EARSM modelu dostáváme kvalitativně špatný pr̊uběh. Překalibrovaný
EARSM model tento problém odstraňuje a lze pozorovat velmi dobrou shodu s Hellstenovým mod-
elem.

7.2 Transsonické obtékáńı profilu kř́ıdla RAE 2822

Daľśım řešeným př́ıpadem je transsonické obtékáńı profilu RAE 2822, které lze již považovat za reálný
problém vněǰśı aerodynamiky. Uvažujeme zde př́ıpad 10 (viz [41]), kde docháźı k interakci rázové vlny
s mezńı vrstvou, která zp̊usobuje lokálńı odtržrńı mezńı vrstvy v oblasti za rázovou vlnou. Tento
př́ıpad je charakterizován vstupńım Machovým č́ıslem M∞ = 0.754, úhlem náběhu α∞ = 2.57◦ a
Reynoldsovým č́ıslem Re = 6.2 · 106. Okrajové podmı́nky jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice - ρ0 = 1, p0 = 1, α∞ = 2.57◦, k∞ = 7.056 · 10−7 a ω∞ = 5.175 · 102.

• Výstupńı hranice - p2 = 0.686.

• Hranice profilu - adiabatická stěna.

Specifická rychlost disipace na stěně je zadána jako ωw = 108.
K výpočtu byla použita strukturovaná, hyperbolicky generovaná C-śıt’, která se skládá ze 300 × 70
buněk, viz obrázek 7.6.
Numerické řešeńı je źıskáno metodou, která je založena na schématu HLLC s WENO rekonstrukćı,
centrálńı aproximaćı vazkých člen̊u a dvoukrokové TVD Runge-Kuttově metodě s lokálńım časovým
krokem a bodovou implicitńı diskretizaćı zdrojových člen̊u.
Podobně jako v kapitole 7.1 jsme pro modelováńı turbulence použili TNT model s modifikaćı pro-
dukčńıho členu (7.11), originálńı EARSM (EARSM-TNT) a překalibrovaný EARSM (EARSM-mod)
model turbulence.

(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 7.6: Výpočetńı oblast a śıt’ pro obtékáńı profilu RAE 2822.
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Obrázek 7.7: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, TNT model.

Obrázek 7.8: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, rekalibrovaný EARSM model.
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Obrázek 7.9: Pr̊uběhy tlakového koeficientu podél profilu RAE 2822.

Obrázek 7.10: Pr̊uběhy třećıho koeficientu podél profilu RAE 2822.

Pro tento př́ıpad je dále použit jednoduchý model přechodu ve tvaru
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γ(~x) =
1

2

(
1 +

x− xt
∆xt
200 + |x− xt|

)
, (7.18)

kde xt = 0.03L je pozice přechodu a ∆xt = 0.005L je š́ı̌rka přechodové oblasti. Volba pozice a
š́ı̌rky přechodu odpov́ıda experimentu, viz [41]. Tento jednoduchý model samozřejmě plně nevystihuje
problematiku přechodu do turbulence a jeho použitelnost je omezena na př́ıpady, kdy předem známe
polohu přechodu. Funkćı γ(~x) jsou násobeny produkčńı členy v modelu turbulence.
Na obrázćıch 7.7 a 7.8 je rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, které bylo źıskáno pomoćı TNT
modelu, resp. rekalibrovaného EARSM modelu. Z porovnáńı je vidět, že oba modely poskytuj́ı kval-
itativně podobné výsledky. Na obrázku 7.9 je srovnáńı pr̊uběh̊u tlakového koeficientu podél pro-
filu. Můžeme pozorovat, že TNT model nezachytil správnou polohu rázové vlny. Pomoćı Hellstenova
EARSM modelu lze dosáhnout mı́rného zlepšeńı. Nejlepš́ı výsledky byly dosaženy pomoćı originálńıho
a rekalibrovaného EARSM modelu. U těchto model̊u poloha rázové vlny souhlaśı s experimentem. Na
obrázku 7.10 je srovnáńı pr̊uběh̊u třećıho koeficientu podél profilu. Poloha rázové vlny zde má stejný
trend jako v př́ıpadě pr̊uběh̊u tlakováho koeficientu. Modely, které jsou založeny na EARSM vztaźıch
jsou v lepš́ı shodě s experimentem než lineárńı TNT k − ω model.

7.3 Transsonické prouděńı mř́ıž́ı SE 1050

Posledńım řešeným př́ıpadem rovinného turbulentńıho prouděńı je transsonické prouděńı turb́ınovou
mř́ıž́ı SE 1050, kde uvažujeme návrhový režim, který je charakterizován výstupńım izoentropickým
Machovým č́ıslem M2is = 1.198, úhlem náběhu α∞ = 19.3◦ a Reynoldsovým č́ıslem Re = 1.5 · 106.
Okrajové podmı́nky jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice AE - ρ0 = 1, p0 = 1, α∞ = 19.3◦, k∞ = 10−4 a ω∞ = 10.

• Výstupńı hranice DH - p2 = 0.413 (odpov́ıdá M2is = 1.198).

• Saćı strana (BC) a tlaková strana (FG) lopatky - adiabatická stěna.

• Periodické podmı́nky na hranićıch AB→EF a CD→GH:

WAB = WEF , (7.19)

WCD = WGH . (7.20)

Specifická rychlost disipace na stěně je zadána jako ωw = 105.

x

y

A
B

C

D

E F

G

H

(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 7.11: Výpočetńı oblast a śıt’ pro prouděńı mř́ıž́ı SE 1050.
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Obrázek 7.12: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, TNT model.

Obrázek 7.13: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, rekalibrovaný EARSM model.
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Obrázek 7.14: Prouděńı v turb́ınové mř́ıži SE 1050, interferogram [42].

Obrázek 7.15: Pr̊uběhy tlaku podél lopatky.

V př́ıpadě transsonického prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı může nastat situace, ve které se mohou na
výstupu z výpočetńı oblasti vyskytovat rázové vlny. V takovém př́ıpadě nebude rozložeńı tlaku na
výstupu konstantńı. Proto použijeme modifikaci výstupńı okrajové podmı́nky, kde na mı́sto konstantńı
hodnoty tlaku zadáme středńı hodnotu. Implementace této modifikace, která je popsána v [36], je
následuj́ıćı:
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• Extrapolujeme tlak z posledńı řady buněk před výstupńı hranićı do fiktivńıch buňek, tzn.
(pg)j := (pM )j .

• Z rozložeńı tlaku ve fiktivńıch buňkách za výstupńı hranićı vypoč́ıtáme středńı hodnotu pg.

• Tlak ve fiktivńıch buňkách za výstupńı hranićı potom dostameme jako

(pg)j =

{
(pM )j [p2/pg] pro p2 < pg
(pM )j + (p2 − pg) pro p2 > pg.

(7.21)

K výpočtu byla použita strukturovaná, elipticky generovaná H-śıt’, která se skládá ze 285×119 buněk,
viz obrázek 7.11.
Numerické řešeńı bylo źıskáno metodou, která je založena na schématu HLLC s WENO rekonstrukćı,
centrálńı aproximaćı vazkých člen̊u a dvoukrokové TVD Runge-Kuttově metodě s lokálńım časovým
krokem a bodovou implicitńı diskretizaćı zdrojových člen̊u.
Pro modelováńı turbulence jsme opět použili TNT model s modifikaćı produkčńıho členu (7.11), ori-
ginálńı EARSM (EARSM-TNT) a překalibrovaný EARSM (EARSM-mod) model turbulence.
Na obrázćıch 7.12 a 7.13 je rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar, které bylo źıskáno pomoćı TNT
modelu, resp. rekalibrovaného EARSM modelu. Z porovnáńı je vidět, že oba modely velmi dobře
zachytily d̊uležité atributy proudového pole jako např. rekompresńı zónu, rázové vlny a jejich odrazy,
úplav apod. Oba výsledky jsou kvalitativně ve velmi dobré shodě s experimentem [42], viz obrázek
7.14. Na obrázku 7.15 je srovnáńı pr̊uběh̊u tlaku podél lopatky. Můžeme pozorovat, že všechny použité
modely turbulence dosahly kvantitativně shodných výsledk̊u, které nav́ıc dobře odpov́ıdaj́ı experi-
mentu.
V tabulce 7.1 je vyhodnoceńı energetických ztrát, které bylo provedeno metodou redukce dat, viz [43].

Energetické ztráty pro transsonické prouděńı s M2is = 1.198

Metoda TNT EARSM-TNT EARSM-mod WLSQR/TNT Experiment ÚT AV ČR
Ztráty [%] 2.91 2.79 2.76 3.16 4.6

Tabulka 7.1: Vyhodnoceńı energetických ztrát pro prouděńı mř́ıž́ı SE 1050.

Hodnoty ztrát źıskané pomoćı všech model̊u turbulence se značně odlǐsuj́ı od experimentu. To
je pravděpodobně dáno t́ım, že rovninný výpočet nezahrnuje vliv stěn aerodynamického tunelu, ve
kterém byl experiment proveden. Vypočtené hodnoty ztrát poměrně dobře koresponduj́ı s výsledkem
rovinného výpočtu Doc. Ing. Jǐŕıho Fürsta, Ph.D., který byl proveden numerickou metodou AUSM s
WLSQR rekonstrukćı, implicitńı Eulerovou metodou časové integrace a s použit́ım TNT k−ω modelu
turbulence i s výsledky jiných autor̊u, viz [5].
Výsledky, které byly popsány v této kapitole byly publikovány v [47] a [49].



Kapitola 8

Numerické řešeńı prostorového
turbulentńıho prouděńı

Tato kapitola je věnována řešeńı plně trojrozměrného turbulentńıho prouděńı, přičemž uvažujeme
př́ıpady stacionárńı i nestacionárńı. Stacionárńı prouděńı je modelováno pomoćı středované sous-
tavy Navierových-Stokesových rovnic (viz kapitola 3.1). Nestacionárńı prouděńı lze modelovat pomoćı
nestacionárńı středované soustavy Navierových-Stokesových rovnic (URANS), nebo pomoćı X-LES
metody (viz kapitola 3.4.1).

8.1 Transsonické prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE 1050

Prvńım řešeným př́ıpadem prostorového turbulentńıho prouděńı je transsonické prouděńı turb́ınovou
mř́ıž́ı SE 1050, kde podobně jako v rovinném př́ıpadě uvažujeme návrhový režim, který je charakteri-
zován výstupńım izoentropickým Machovým č́ıslem M2is = 1.198, úhlem náběhu α∞ = 19.3◦, úhlem
odklonu ϕ∞ = 0◦ a Reynoldsovým č́ıslem Re = 1.5 · 106. Okrajové podmı́nky jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice AA’EE’ - ρ0 = 1.2 kg/m3, p0 = 1.01 · 105 Pa, α∞ = 19.3◦, ϕ∞ = 0◦, Tu = 2%
a ω∞ = 1.04 · 104 s−1.

• Výstupńı hranice DD’HH’ - p2/p0 = 0.413 (odpov́ıdá M2is = 1.198).

• Saćı strana lopatky (BB’CC’) a tlaková strana lopatky (FF’GG’) a hranice ABCDEFGH -
adiabatická stěna.

• Periodické podmı́nky na hranićıch AA’BB’→EE’FF’ a CC’DD’→GG’HH’:

WAA′BB′ = WEE′FF ′ , (8.1)

WCC′DD′ = WGG′HH′ . (8.2)

• Hranice A’B’C’D’E’F’G’H’ - podmı́nka symetrie.

Specifická rychlost disipace na stěně je zadána jako ωw = 4.8 · 107 s−1. Podobně jako v př́ıpadě
rovinného výpočtu zadáváme na výstupu středńı hodnotu tlaku na mı́sto konstantńı hodnoty.
K výpočtu byla použita strukturovaná H-śıt’ z rovinného výpočtu, která byla rozš́ı̌rena pro prostorový
př́ıpad. Tato śıt’ se skládá ze 285 × 119 × 50 buněk, viz obrázek 8.1. Protože úloha je symetrická,
budeme řešit pouze jednu polovinu skutečné výpočetńı oblasti.
Pro numerické řešeńı použijeme metodu, která je založena na schématu HLLC s WENO rekonstrukćı,
centrálńı aproximaćı vazkých člen̊u a dvoukrokové TVD Runge-Kuttově metodě s lokálńım časovým
krokem a bodovou implicitńı diskretizaćı zdrojových člen̊u. Pro modelováńı turbulence jsme zvolili
překalibrovaný EARSM (EARSM-mod) model turbulence.

89
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(a) Výpočetńı oblast. (b) Výpočetńı śıt’.

Obrázek 8.1: Výpočetńı oblast a śıt’ pro prostorové prouděńı mř́ıž́ı SE 1050.

Na obrázku 8.2 vid́ıme rozložeńı Machova č́ısla. Rozložeńı v polovině výšky lopatky (rovina x− y,
z = 0.08m) velmi dobře odpov́ıdá rovinnému výpočtu z kapitoly 7.3. Druhý řez v rovině y − z pro
x = 0.11 m představuje tzv. traverzovaćı rovinu, ve které jsou dále vyhodnoceny energetické ztráty.
Na obrázku 8.3 je lokálńı rozložeńı ztrátového koeficientu ς, který je definován jako

ς = 1− λ∗2

λ∗2i
, (8.3)

kde

λ∗ =

√
(γ + 1)M2

2 + (γ − 1)M2
a λ∗i =

√
γ + 1

γ − 1

(
1− p

p0

) γ−1
γ

. (8.4)

Obrázek 8.2: Rozložeńı Machova č́ısla ve formě izočar.
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Obrázek 8.3: Lokálńı rozložeńı ztrátového koeficientu v traverzovaćı rovnině.

Obrázek 8.4: Pr̊uběh energetických ztrát po výšce lopatky.

Z lokálńıho rozložeńı ztrátového koeficientu v traverzovaćı rovnině je vidět, že ztráty jsou kon-
centrovány v bĺızkosti stěn a dále v úplavu. Lokálńı maxima ztrát, která se nacháźı přibližně 10 mm
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od stěny jsou zapř́ıčiněna účinky sekundárńıho prouděńı. V bĺızkosti stěn má tedy proudové pole
složitý prostorový charakter, zat́ımco uprostřed lopatky je v podstatě dvourozměrné. Na obrázku 8.4
je rozložeńı energetických ztrát po výšce lopatky (ve směru osy z), které bylo vyhodnoceno pomoćı
metody redukce dat [43].
V této úloze neńı provedeno srovnáńı s experimentem, nebot’ rozložeńı ztrát je výrazně ovlivněno
vstupńı okrajovou podmı́nku. V [50], nebo v [51] je ukázáno, že v př́ıpadě konstantńıho rozložeńı
celkového tlaku na vstupu jsou lokálńı maxima ztrát posunuta bĺıže ke stěnám a dosahuj́ı nižš́ıch
hodnot než v experimentu. Námi dosažené výsledky nicméně velmi dobře koresponduj́ı s výpočtem
pro př́ıpad konstantńıho rozložeńı celkového tlaku na vstupu v [51].

8.2 Nestacionárńı subsonické prouděńı kolem válce

Druhým řešeným př́ıpadem prostorového turbulentńıho prouděńı je nestacionárńı subsonické prouděńı
kolem válce, které slouž́ı primárně jako testovaćı př́ıpad, ale může být také považováno za modelováńı
prouděńı kolem jednoho komponentu turbulizačńı mř́ıže. Výpočetńı oblast prstencového tvaru se
skládá z vnitřńı válcové stěny o pr̊uměru d = 6.18 · 10−4 m a vněǰśı válcové stěny o pr̊uměru 40× d,
viz obrázek 8.5. Výška oblasti (ve směru osy z) je 2× d.
Úloha je charakterizována vstupńım Machovým č́ıslem M∞ = 0.3, nulovými úhly náběhu, resp. od-
klonu proudu a Reynoldsovým č́ıslem Re = 3.9 · 103. Okrajové podmı́nky jsou následuj́ıćı:

• Vstupńı hranice [x ≤ 2 · 10−4, % = 20d, z ∈ (0, 2d)] - ρ0 = 1.2 kg/m3, p0 = 1.01 · 105 Pa,
α∞ = 0◦, ϕ∞ = 0◦, k∞ = 50.4 m2/s2 a ω∞ = 1.64 · 105 s−1.

• Výstupńı hranice [x > 2 · 10−4, % = 20d, z ∈ (0, 2d)] - p2 = 0.952 · 105 Pa (odpov́ıdá M∞ = 0.3).

• Vnitřńı válcová stěna - adiabatická stěna.

• Periodické podmı́nky na hranićıch z = 0 a z = 2d, tzn. W |z=0 = W |z=2d.

Specifická rychlost disipace na stěně je zadána jako ωw = 5.65 · 108 s−1.
K výpočtu byla použita dvourozměrná, hyperbolicky generovaná O-śıt’, která byla algebraicky rozš́ı̌rena
do třet́ı dimenze. Tato śıt’ se skládá ze 72× 168× 24 buněk, viz obrázek 8.5.

Obrázek 8.5: Výpočetńı oblast a śıt’ pro prostorové prouděńı kolem válce.
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Pro numerické řešeńı použijeme metodu, která je založena na schématu HLLC s MUSCL rekon-
strukćı (ϑ = 1/3, Koren̊uv limiter), centrálńı aproximaćı vazkých člen̊u a tř́ıkrokové TVD Runge-
Kuttově metodě s konstantńım časovým krokem ∆t = 1.5 · 10−9 s.
Turbulentńı prouděńı je modelováno pomoćı soustavy středovaných Navierových-Stokesových rovnic,
která je uzavřena TNT k − ω modelem ve standardńım tvaru, nebo rekalibrovaným EARSM mode-
lem. Daľśı variantou modelováńı turbulentńıho prouděńı je metoda X-LES, která kombinuje soustavu
středovaných Navierových-Stokesových rovnic se simulaćı velkých v́ır̊u. V této metodě dále použijeme
modifikaci podle Koka, který ve své práci [26] navrhuje vylepšeńı v podobě zahrnut́ı stochastické
veličiny do subgridńı části X-LES modelu. Ta přisṕıvá k destabilizaci smykových vrstev a t́ım k rych-
leǰśımu vyvinut́ı plně trojrozměrné turbulence. Jedinou změnou proti X-LES modelu z kapitoly 3.4.1
je odlǐsná formulace pro turbulentńı vazkost ve tvaru

µT =

{
ρk/ω pro

√
k/ω ≤ C1∆

b2C1∆ρ
√
k pro

√
k/ω > C1∆,

(8.5)

kde b = N(0, 1) je stochastická veličina se standardńım normálńım rozděleńım.
Na obrázku 8.6 je vývoj tlaku v závislosti na čase v bodě Ps = [1.5·10−3, 0, 6.18·10−4], tzn. přibližně ve
vzdálenosti dvou pr̊uměr̊u za válcem v x-ovém směru. Z obrázku je vidět, že v př́ıpadě X-LES metody
se mnohem rychleji vyvinul periodický pr̊uběh tlaku, který odpov́ıdá vytvořeńı von Kármánovy v́ırové
stezky v oblasti za válcem. Amplituda pr̊uběhu se výrazně lǐśı od model̊u turbulence založených na
středované soustavě Navierových-Stokesových rovnic. Tyto modely poskytuj́ı srovnatelné pr̊uběhy,
přičemž u EARSM modelu lze pozorovat mı́rně vyšš́ı amplitudu. To je pravděpodobně zp̊usobeno
jeho nižš́ı difuzivitou. V tabulce 8.1 je vyhodnoceno Strouhalovo č́ıslo, které je definováno vztahem

St =
fvL

|~u|
, (8.6)

kde fv je frekvence uvolňováńı v́ır̊u. Strouhalovo č́ıslo źıskané pomoćı X-LES modelu a EARSM
modelu velmi dobře odpov́ıdá experimentu.

Obrázek 8.6: Pr̊uběhy tlaku v závislosti na čase v bodě Ps.
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Model URANS TNT URANS EARSM-mod X-LES Experiment
St 0.197 0.215 0.212 0.215±0.005

Tabulka 8.1: Vyhodnoceńı Strouhalova č́ısla pro prouděńı kolem válce.

Na obrázćıch 8.8, 8.9 a 8.10 jsou zobrazeny izoplochy okamžité velikosti v́ı̌rivosti v čase t = 0.001
s. Je zřejmé, že X-LES model poskytuje oproti URANS metodám výrazně podrobněǰśı, plně tro-
jrozměrnou strukturu proudového pole. Sada obrázk̊u 8.11 až 8.19 zobrazuje nestacionárńı charakter
prouděńı ve třech časových okamžićıch pro jednotlivé modely turbulence. Volba časových okamžik̊u
je naznačena na obrázku 8.7. Zobrazeny jsou izočáry velikosti rychlosti v řezu z = d. U všech model̊u
lze pozorovat zachyceńı von Kármánovy v́ırové stezky, přičemž X-LES model opět poskytuje výrazně
podrobněǰśı obraz proudového pole než ostatńı modely. Některé výsledky, které byly popsány v této
kapitole byly publikovány v [48].

Obrázek 8.7: Znázorněńı vybraných časových okamžik̊u.

Obrázek 8.8: Izoplochy velikosti v́ı̌rivosti v čase t = 0.001s, X-LES model.
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Obrázek 8.9: Izoplochy velikosti v́ı̌rivosti v čase t = 0.001s, EARSM model.

Obrázek 8.10: Izoplochy velikosti v́ı̌rivosti v čase t = 0.001s, TNT model.
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Obrázek 8.11: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t1 = 0.000962s, X-LES model.

Obrázek 8.12: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t2 = 0.0009695s, X-LES model.

Obrázek 8.13: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t3 = 0.000977s, X-LES model.
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Obrázek 8.14: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t1 = 0.000971s, EARSM model.

Obrázek 8.15: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t2 = 0.000977s, EARSM model.

Obrázek 8.16: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t3 = 0.0009845s, EARSM model.
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Obrázek 8.17: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t1 = 0.000968s, TNT model.

Obrázek 8.18: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t2 = 0.000977s, TNT model.

Obrázek 8.19: Rozložeńı velikosti rychlosti ve formě izočar v čase t3 = 0.0009845s, TNT model.
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Závěr

Hlavńı ćıl disertačńı práce, tedy vývoj metod pro numerické řešeńı turbulentńıho prouděńı stlačitelné
tekutiny byl splněn. Splněńı tohoto ćıle bylo dosaženo v několika kroćıch.
Nejprve byly definovány základńı matematické modely prouděńı stlačitelných tekutin, tzn. soustava
Eulerových rovnic pro ideálńı (nevazké) prouděńı, resp. soustava Navierových-Stokesových rovnic
pro reálné (vazké) prouděńı. Řešeńı stlačitelného turbulentńıho prouděńı popsaného pomoćı soustavy
Navierových-Stokesových rovnic nelze źıskat anayticky ani numericky1. Proto jsme se v daľśı části
zabývali výběrem vhodných model̊u turbulence. Pro úlohy aerodynamiky s vysokým Reynoldslovým
č́ıslem se jako optimálńı varianta jev́ı středovaná soustava Navierových-Stokesových rovnic uzavřená
dvourovnicovým TNT k − ω modelem a jeho modifikacemi.
Prvńı modifikaćı standardńıho modelu je úprava produkčńıho členu podle Wallina, která odstraňuje
neadekvátńı nár̊ust turbulentńıch veličin v př́ıpadech subsonického a transsonického prouděńı.
Daľśı modifikaćı je kombinace TNT modelu s nelineárńımi konstitutivńımi vztahy EARSM modelu
Wallina a Johanssona pro vylepšeńı prediktivńıch vlastnost́ı pro komplexněǰśı př́ıpady prouděńı. Hell-
sten ovšem ukázal, že ne každý dvourovnicový model turbulence lze pro takovou kombinaci použ́ıt.
Pomoćı jeho nelineárńı analýzy pro difuzńı modelové konstanty jsme odvodili nové hodnoty mode-
lových konstant, které jsou vhodněǰśı pro spojeńı s EARSM modelem.
Posledńı modifikace TNT modelu již přesahuje model středované soustavy Navierových-Stokesových
rovnic. Jedná se o Kok̊uv X-LES model, který je hybridńı metodou středované soustavy Navierových-
Stokesových rovnic a simulace velkých v́ır̊u a skládá se z TNT k − ω modelu v RANS režimu a jed-
norovnicového SGS modelu v LES režimu. Tento model je vhodný zejména pro nestacionárńı úlohy.
Dále jsme se zabývali volbou vhodné numerické metody. Ta je založena na metodě konečných ob-
jemů, resp. HLLC schématu pro diskretizaci nevazkých člen̊u, které je vhodné pro numerické řešeńı
nevazkého i vazkého prouděńı. Toto schéma je pouze prvńıho řádu přesnosti, a proto bylo použito v
kombinaci s MUSCL rekonstrukćı v obecném tvaru a dále s WENO rekonstrukćı. Vazké členy byly
diskretizovány pomoćı centrálńı aproximace s pomoćı duálńı śıtě. Časovou diskretizaci jsme provedli
pomoćı explicitńıch TVD Runge-Kuttových metod.
Zvolené metody, resp. jejich implementace, byly dále otestovány na řadě př́ıpad̊u. Nejprve byly
testovány numerické metody pro nevazké prouděńı na dobře známém př́ıpadě transsonického prouděńı
GAMM kanálem, který byl rozš́ı̌ren z dvourozměrného př́ıpadu na trojrozměrný a dále na jeho daľśıch
variantách (kanál se šikmým profilem a kanál s nekonstantńı výškou profilu). Testovali jsme tři odlǐsné
numerické metody, které jsou založeny na HLLC schématu s rekonstrukcemi MUSCL 2. řádu (značená
jako MUSCL2), MUSCL 3. řádu (značená jako MUSCL3) a WENO 2. řádu (značená jako WENO).
Nejkvalitněǰśı výsledky byly dosaženy pomoćı WENO metody. Pomoćı MUSCL3 metody jsme dosáhli
srovnatelných výsledk̊u jako v př́ıpadě metody s WENO rekonstrukćı, přičemž je tato metoda méně
náročná na výpočetńı čas. Uspokojuj́ıćı výsledky byly dosaženy i pomoćı MUSCL2 metody, která
byla dále použita pro řešeńı transsonického obtékáńı kř́ıdla NACA 0012, kde bylo dosaženo velmi
dobrých výsledk̊u, které jsou ve shodě s metodou WLSQR (modifikace WENO rekonstrukce) Doc.
Ing. Jǐŕıho Fürsta, Ph.D. Posledńım řešeným př́ıpadem nevazkého prouděńı bylo transsonické prouděńı
statorovou mř́ıž́ı. Plně v́ıcerozměrná WENO rekonstrukce v tomto př́ıpadě poskytuje výrazně lepš́ı
výsledky, protože výpočetńı śıt’ je silně zakřivená a jednorozměrná implementace MUSCL rekonstrukce

1Pro vysoká Reynoldsova č́ısla.
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již pro tyto př́ıpady neńı optimálńı.
Dále jsme testovali numerické metody pro vazké laminárńı prouděńı na úloze subsonického prouděńı
testovaćım kanálem. Obě testované metody (MUSCL3 a WENO) byly rozš́ı̌reny o centrálńı aproxi-
maci vazkých člen̊u a dosáhly výsledk̊u, které jsou ve velmi dobré shodě se zcela odlǐsnou numerickou
metodou, které je založena na Causonově modifikaci TVD MacCormackova schématu.
Daľśım krokem bylo testováńı model̊u turbulence na úlohách rovinného turbulentńıho prouděńı.
Prvńım řešeným př́ıpadem bylo subsonické prouděńı kolem desky, kde jsme ukázaly, že použit́ı EARSM
modelu ve standardńı verzi, tzn. v kombinaci s TNT modelem, zp̊usobuje kvalitativně odlǐsné pr̊uběhy
rychlostńıch profil̊u v oblasti hranice mezńı vrstvy. Pomoćı rekalibrovaného EARSM modelu se podařilo
tento problém odstranit, přičemž výsledky jsou ve shodě s Hellstenovým modelem, který byl navržen
př́ımo pro spojeńı s EARSM vztahy. Daľśım př́ıpadem bylo transsonické obtékáńı profilu kř́ıdla RAE
2822 kde bylo pomoćı rekalibrovaného EARSM modelu dosaženo výsledk̊u, které jsou ve velmi dobré
shodě s experimentem a nav́ıc je proti Helllstenově variantě zachycena správná pozice rázové vlny.
Posledńım rovinným př́ıpadem bylo transsonické prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE 1050, kde bylo po-
moćı rekalibrovaného EARSM modelu dosaženo obdobných výsledk̊u jako se standardńı verźı. Tyto
výsledky jsou opět v dobré shodě s experimentem.
Nakonec byly řešeny úlohy prostorového turbulentńıho prouděńı. Prvńı úlohou byla trojrozměrná vari-
anta transsonického prouděńı turb́ınovou mř́ıž́ı SE 1050, která byla řešena pomoćı metody WENO a
rekalibrovaného EARSM modelu turbulence. Dosažené výsledky velmi dobře odpov́ıdaj́ı numerickému
řešeńı, které bylo provedeno Doc. Ing. Jǐŕım Fürstem, Ph.D. ve volně dostupném software OpenFOAM.
Druhou řešenou úlohou bylo subsonické prouděńı kolem válce, které sloužilo k otestováńı model̊u tur-
bulence pro př́ıpad nestacionárńıho prouděńı. Testovali jsme dva URANS modely (standardńı TNT
model a rekalibrovaný EARSM model) a dále hybridńı X-LES model. Numerické řešeńı bylo źıskáno
pomoćı MUSCL3 metody. Ze źıskaných výsledk̊u vyplývá, že pomoćı X-LES modelu i rekalibrovaného
EARSM modelu byla dosažena velmi dobrá shoda s experimentem, ale X-LES model nav́ıc poskytuje
výrazně podrobněǰśı, plně trojrozměrný obraz proudového pole.
Hlavńı př́ınos této práce spoč́ıvá ve vývoji modifikaćı Kokova TNT modelu turbulence. Nejd̊uležitěǰśı je
rekalibrace modelových konstant TNT modelu pro spojeńı s EARSM modelem, d́ıky které se podařilo
odstranit nedostatky p̊uvodńı verze Wallina a Johanssona. Rekalibrovaný model dosahuje (alespoň ve
vybraných př́ıpadech prouděńı) podobných výsledk̊u jako Hellsten̊uv model, který byl vyvinut př́ımo
pro spojeńı s EARSM vztahy. V př́ıpadě transsonického obtékáńı profilu kř́ıdla RAE 2822 nav́ıc posky-
tuje lepš́ı výsledky v podobě predikce správné polohy rázové vlny. Daľśı výhodou proti Hellstenovu
modelu je jeho jednoduchost, nebot’ neobsahuje žádné tlumı́ćı funkce, ani informaci o vzdálenosti od
stěny. V současné době rekalibrovaný TNT model představuje jeden z mála dostupných dvourovni-
cových model̊u, které jsou vhodné pro spojeńı s EARSM vztahy. Daľśı d̊uležitou modifikaćı TNT
modelu je hybridńı X-LES model, který kombinuje výhody RANS a LES př́ıstupu k modelováńı tur-
bulence a lze jej použ́ıt i na současných poč́ıtač́ıch. V budoucnu připadá v úvahu vývoj modifikace
X-LES modelu, který by v RANS regionech použ́ıval rekalibrovaný EARSM model, č́ımž by se dále
zlepšil jeho prediktivńı potenciál.
Závěrem poznamenejme, že všechny popisované modely a numerické metody byly implementovány v
podobě autorem vyvinutých programů v programovaćım jazyce C++.
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ČVUT FS, 2004.

[7] Brož, V.: Aerodynamika vysokých rychlost́ı, skriptum ČVUT FS, 2001.
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