
Matematika III (201A009) - úroveň A – požadavky ke zkoušce

Řady

1. Č́ıselné řady. Nekonečné řady reálných č́ısel. Částečný součet. Součet řady.
Konvergence a divergence. Nutná podmı́nka konvergence.
Geometrická řada.
Kritéria konvergence pro řady s nezápornými členy (integrálńı, srovnávaćı,
limitńı srovnávaćı).
Absolutńı a relativńı konvergence. Limitńı d’Alembertovo kritérium pro ab-
solutńı konvergenci. Alternuj́ıćı řady. Leibnizovo kritérium. Odhad zbytku
řady.
Operace s řadami (sč́ıtáńı, násobeńı reálným č́ıslem, násobeńı řad).

2. Řady funkćı. Bodová konvergence, obor konvergence, součet.

3. Mocninné řady. Střed a poloměr konvergence. Interval konvergence. Vyšetřeńı
oboru konvergence (včetně krajńıch bod̊u intervalu konvergence).
Operace s mocninnými řadami (součin, derivace a integrace mocninných řad).
Taylorova řada funkce. Věta o rozvoji funkce v mocninnou řadu. Určeńı roz-
voj̊u funkćı exp x, (1 + x)α, sin x, cos x o středu v bodě 0. Rozvoje daľśıch
funkćı na základě využit́ı vzorce pro součet geometrické řady, využit́ı známých
rozvoj̊u a operaćı s mocninnými řadami.

4. Fourierovy trigonometrické řady. Periodické funkce a periodické prod-
loužeńı funkce definované na omezeném intervalu. Trigonometrický poly-
nom a trigonometrická řada. Fourierovy koeficienty, ortogonalita trigonomet-
rického systému. Konvergence a součet Fourierovy řady. Věta o rozvoji perio-
dické funkce ve Fourierovu řadu. Trigonometrické Fourierovy rozvoje sudých
a lichých funkćı. Kosinové a sinové Fourierovy řady. Rychlost poklesu Fou-
rierových koeficient̊u.

Obyčejné diferenciálńı rovnice a jejich soustavy

5. Úvod. Diferenciálńı rovnice a jej́ı řád. Řešeńı diferenciálńı rovnice na in-
tervalu, integrálńı křivka.

6. Rovnice 1. řádu. Cauchyova úloha. Postačuj́ıćı podmı́nky existence a jed-
noznačnosti (∃ a !) maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy. Spojitá závislost
řešeńı na počátečńı podmı́nce.
Metoda separace proměnných. Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy pro lineárńı
rovnici 1. řádu a Bernoulliovu rovnici. Obecné a partikulárńı řešeńı exaktńı
rovnice.
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7. Lineárńı rovnice 2. řádu. Role nezávisle proměnné v aplikaćıch a deter-
ministické podmı́nky (stacionárńı jevy – okrajové podmı́nky, evolučńı děje –
počátečńı podmı́nky). Postačuj́ıćı podmı́nky ∃ a ! maximálńıho řešeńı Cau-
chyovy úlohy. Určeńı fundamentálńıho systému řešeńı homogenńı rovnice s
konstantńımi koeficienty. Metoda odhadu tvaru partikulárńıho řešeńı rovnice
se speciálńı pravou stranou. Řešeńı lineárńı nehomogenńı soustavy 2. řádu
eliminačńı metodou.
Užit́ı mocninných řad při řešeńı Cauchyovy úlohy pro lineárńı diferenciálńı
rovnici 2. řádu s proměnnými koeficienty.

8. Soustavy rovnic v normálńım tvaru. Převod rovnice vyšš́ıho řádu na sou-
stavu. Speciálńı typy soustav v normálńım tvaru – autonomńı a lineárńı
soustavy. Postačuj́ıćı podmı́nky ∃ a ! maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy.

9. Lineárńı soustavy. Věta o ∃ a ! maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy. Prin-
cip superpozice pro homogenńı soustavy. Lineárńı (ne)závislost vektorových
funkćı. Wronskián. Struktura množiny řešeńı. Fundamentálńı systém řešeńı.
Partikulárńı řešeńı.

10. Lineárńı soustavy s konstantńımi koeficienty. Určeńı fundamentálńıho
systému řešeńı homogenńı soustavy užit́ım vlastńıch č́ısel a vlastńıch vek-
tor̊u matice soustavy (Eulerova metoda). Fázový obraz lineárńı autonomńı
soustavy 2. řádu a typy bod̊u rovnováhy.

11. Autonomńı soustavy. Postačuj́ıćı podmı́nky ∃ a ! maximálńıho řešeńı
Cauchyovy úlohy.
Základńı vlastnosti. Fázový prostor, (fázová) trajektorie.
Body rovnováhy – stacionárńı řešeńı. Uzavřené trajektorie – periodická řešeńı.
Trajektorie soustav 2. řádu a prvńı integrály.
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Matematika III (2011009) - úroveň B – požadavky ke zkoušce

Řady

1. Č́ıselné řady. Nekonečné řady reálných č́ısel. Částečný součet. Součet řady.
Konvergence a divergence (motivace na geometrické řadě). Nutná podmı́nka
konvergence. Konvergence řad

∑∞
k=1 1/kp, p ∈ R.

Absolutńı a relativńı konvergence. Limitńı d’Alembertovo kritérium pro ab-
solutńı konvergenci. Alternuj́ıćı řady. Leibnizovo kritérium. Odhad zbytku
řady.
Operace s řadami (sč́ıtáńı, násobeńı reálným č́ıslem).

2. Řady funkćı. Bodová konvergence, obor konvergence, součet.

3. Mocninné řady. Střed a poloměr konvergence. Interval konvergence (otevřená
množina). Absolutńı konvergence na intervalu konvergence. Operace s moc-
ninnými řadami (násobeńı, derivováńı a integrováńı).
Taylorova řada funkce. Rozvoje vybraných elementárńıch funkćı. Aproximace
funkce Taylorovým polynomem.

4. Fourierovy trigonometrické řady. Určeńı Fourierových koeficient̊u perio-
dické funkce s periodou 2L (spec. př́ıpad sudé resp. liché periodické funkce).
Věta o součtu Fourierovy řady.

Obyčejné diferenciálńı rovnice a jejich soustavy

5. Diferenciálńı rovnice 1. řádu. Řešeńı diferenciálńı rovnice na intervalu,
integrálńı křivka. Směrové pole. Obecné a partikulárńı řešeńı. Cauchyova
úloha. Geometrická a fyzikálńı interpretace úlohy. Prodloužeńı řešeńı, ma-
ximálńı řešeńı. Postačuj́ıćı podmı́nky existence a unicity (∃ a !) maximálńıho
řešeńı Cauchyovy úlohy. Spojitá závislost řešeńı na počátečńı podmı́nce. Po-
jmy autonomńı a neautonomńı rovnice. Řešeńı diferenciálńıch rovnic se se-
parovatelnými proměnnými a lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu.

6. Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu. Role nezávisle proměnné v apli-
kaćıch a deterministické podmı́nky (stacionárńı jevy – okrajové podmı́nky,
evolučńı děje – počátečńı podmı́nky). Fyzikálńı interpretace (vlastńı a vy-
nucené kmity). Postačuj́ıćı podmı́nky ∃ a ! maximálńıho řešeńı Cauchyovy
úlohy. Zápis úlohy v newtonovské symbolice. Vlastnosti lineárńıho systému.
Princip superpozice pro homogenńı rovnice (fyzikálńı smysl). Struktura množiny
řešeńı. Lineárńı (ne)závislost funkćı. Wronskián. Fundamentálńı systém řešeńı.
Obecné řešeńı. Partikulárńı řešeńı. Určeńı fundamentálńıho systému řešeńı
homogenńı rovnice s konstantńımi koeficienty. Metoda odhadu tvaru parti-
kulárńıho řešeńı rovnice se speciálńı pravou stranou (polynom, exponenciálńı
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funkce, lineárńı kombinace kosinu a sinu). Princip superpozice pro nehomo-
genńı rovnice. Užit́ı mocninných řad při řešeńı Cauchyovy úlohy pro lineárńı
diferenciálńı rovnici 2. řádu s proměnnými koeficienty.

7. Soustavy diferenciálńıch rovnic v normálńım tvaru. Převod rovnice vyšš́ıho
řádu na soustavu. Speciálńı typy soustav v normálńım tvaru – autonomńı a
lineárńı soustavy.

8. Lineárńı soustavy. Převod lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu na normálńı
soustavu 2. řádu. Maticový zápis soustavy (n = 2). Věta o ∃ a ! maximálńıho
řešeńı C. úlohy.

9. Lineárńı soustavy s konstantńımi koeficienty. Určeńı fundamentálńıho systému
řešeńı homogenńı soustavy užit́ım vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice
soustavy (Eulerova metoda). Stavový vektor, stavová (fázová) rovina, bod
rovnováhy. Typy bod̊u rovnováhy v př́ıpadě regulárńı matice. Nehomogenńı
soustavy - eliminačńı metoda.

10. Autonomńı soustavy. Postačuj́ıćı podmı́nky ∃ a ! maximálńıho řešeńı
Cauchyovy úlohy. Jacobiova matice. Stavový vektor, stavová (fázová) ro-
vina, (fázová) trajektorie. Body rovnováhy – stacionárńı řešeńı. Uzavřené
trajektorie – periodická řešeńı. Trajektorie newtonovských soustav 2. řádu a
souvislost s integrálńımi křivkami rovnice 1. řádu.

LITERATURA

• S. Čipera: Řešené př́ıklady z Matematiky 3. Česká technika - naklada-
telstv́ı ČVUT 2008. ISBN 978-80-01-04029-4.

• L. Herrmann: Obyčejné diferenciálńı rovnice – Řady. Komentované
přednášky pro předmět Matematika III. Nakladatelstv́ı ČVUT 2006.
ISBN 80-01-03041-5.

Vyňaty jsou následuj́ı odstavce: 11.7 - 11.9, 12.2 - 12.3, 3.6, 4.3 - 4.6,
6.3 - 6.5, 7.6 - 7.8 jen pro newtonovské soustavy, 8.4 - 8.7, 9.4, 10.3 -
10.5.

• L. Herrmann: Fourierovy řady. Komentované přednášky. Nakladatelstv́ı
ČVUT 2006. ISBN 80-01-02603-5.

• L. Herrmann: Infinite series & Ordinary differential equations. A con-
cise survey with examples and solved exercises. Česká technika - nakla-
datelstv́ı ČVUT 2014. ISBN 978-80-01-05535-9.
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