Numericka matematika A — 4.6.2015

A1. Zabyvejme se prostou itera¢ni metodou (PIM) pro soustavu rovnic € = Uz + v, kde

07 0 02 3
U=| -05 04 ol, w=| 2
05 0 —0.45 ~1

a) Spektralni polomér matice je roven absolutni hodnoté néjakého vlastniho ¢isla A, tj.
p(A) = [A].

Vezmeme nyni vlastni vektor v piislusny tomuto A, tj. dle definice

Av = ).
Spoc¢teme normu pravé strany
[Av]| = [Al[lv]l,

a nasledné normu levé strany nerovnice (zde pouzijeme vztah mezi normou matice a vektorovou
normou )

[Av]| < [l Al[}v].
Dostavame tedy vztah

Allloll < [[A[[]jo]-

Vlastni ¢islo A jsme volili tak, aby |A| = p(A), a v je ptislusny vlastni vektor, tedy ||v]| > 0. Tedy
skutecneé plati p(A) < || A]|.

b) Postacujici podminka pro konvergenci prosté iteracni metody je |U|| < 1 pro néjakou normu. Zde
spo¢teme napf. fadkovou normu (ostatni normy nejsou mensi nez jedna)

|U||s = max{0.9,0.9,0.95} = 0.95.
kde jednotlivé cisla jsou soucty v absolutnich hodnot v prvnim, druhém respektive tretim radku.
Vidime, ze fadkova norma matice je mensi nez jedna (|U||. < 1) a ze tedy je PIM konvergentni.

Konvergenci je také mozné ovérit pomoci nutné a postacujici podminky, tj. pomoci spektralniho
poloméru matice U. (Zde to ale neni tieba!) V tomto piipadé se nejdiive spocte charakteristicky

polynom, tj.
—0.7— A\ 0 0.2
—0.5 04—\ 0 | =(0.4=X) (A4 0.7)(A+ 0.45) +0.1) = (0.4—X) (A\* + 1.15) + 0.415) ,
—0.5 0 —0.45—\

a hleddme jeho koteny: A; = 0.4, dalsi dva jsou komplexni (diskriminant D = —0.3375)

—1.15 + i1/0.3375
Aoy = 22 — —0.575 + iv/0.084375,

tedy jejich absolutni hodnota na druhou

|A23)* = (0.575)* + 0.084375 = 0.415 < 1.

Diéle vypoéteme iterace, nejprve (@ = (0,0,0)7, tedy

3
2V =z tp=v= 2
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a dale

—07 0 0.2 3 3 0.7
z?® =Uz®W rv=| —05 04 0 2 | + 2 | = 1.3
—05 0 —0.45 -1 -1 —2.05

c) V ¢asti b) jsme vidéli, ze jedind maticovd norma pouzitelnd v daném odhadu je norma radkova
(ostatni nejsou mensi nez jedna). Budeme tedy pocitat také s fadkovou vektorovou normou. Do-
sadime do vztahu a dostaneme

Hm(z) . ||w(1) _ :I:(O)Hoo = 18.05-3 = 54.15.

A2. Je dana Cauchyova tloha pro soustavu ODR

_ g2 1
Y= , - Y(0) = y=(").
(y%—2y2+5x ’ (©) 1)’ Yo

a) Vzorec pro Collatzovu metodu je dan jako

Ynt1 = Yn + hk27

kde

h h
k2:f(xn+§7yn+§k1)a klzf(xnvyn>‘

Obecna jednokrokova metoda
Yn+1 = Yn + ]’L(I)([D,” Yn, h)

Volbou prirtustkové funkce

O (2n, Y, h) = (@0 + 0/2, 40 + 1/ 2f (X0, Yn))-

dostavame Collatzovu metodu. Vidime tedy, ze Collatzova metoda je specidlnim piipadem jedno-
krokové metody.

b) Oznacme y(x) presné feseni Cauchyovy ulohy. Piesny relativni piirustek A(z,y,h) je definovan
vztahem
Y(@ni1) = y(@n) + hA(zn, y(24), h)

Lokalni relativni aproximacni chyba je pak rozdil prirustkové funkce a presného relativniho prirtstku,
tedy
On = A(xm y(xn)v h) - q)(xm y(xn)7 h)7

tj. vidime, ze pak plati
Y(@nt1) = y(an) + h®(@n, y(20), h) + hoy,
Akumulovang diskretizaéni chyba (globalni) chyba je rozdil ptiblizného a pfesného fesent

Pozor: Akumulovand diskretizaéni (globédlni) chyba neni (jen) sou¢tem lokalnich diskretizaénich
chyb !!



c) Volte h = 0.4 a urcete hodnotu aproximace feseni Y (0.4) uzitim Collatzovy metody. Pro danou

rovnici Y = f(z,Y) je tedy

2
_ Y1 —Ys
f(x’y)_(yf—2yz+5x)'

Krok volime jako h = 0.4, poc¢atecni podminka

1
zo = 0, Y<0>:(1).

112 (0
12-2+5.0 )\ -1 )"
1 0 1
1)+0'2<—1>_(0.8>

1-0.8 0.36
kQ—f(.T()‘i‘ 7)/;)om (12_16+502)_<04>

Aproximace feseni v bodé x = 0.4 tedy Y (0.4) je pak ddna

YD =y 4 hk, = ( 1 ) +0.4( 06346 ) = ( 11'11464 ) .

Pocitame Collatzovou metodou

kl SL’O Y(O) =

Yoo = YO + k

| (
|

A3. Je ddna smiSens tloha & = 22% _ 4 g pocdteni podminkou u(x,0) = 2% pro z € (0;1), a
okrajovymi podminkami

2)

ot ox

u(0,t) =0 u(l,t) =1 prot >0

Podminky souhlasu vysvétlime napi. takto: V bodech, které lezi v nulté ¢asové vrstve (t = 0) a
zaroven na okraji intervalu (zde x = 0 a = = 1), mame predepsanu jak okrajovou tak pocatecni
podminku. Tyto podminky by se mély shodovat, aby tloha byla korekrné formulovanda (a vibec
pripoustéla tesitelnost).

V bodé x = 0, t = 0 je podminka splnéna: 0 = 02,
V bodé x = 0, t = 0 je podminka splnéna: 1 = 1.

. . , . 2
Zapiste jak se nahradi derivace 2% q %

por v bodé PZ-]~C+1 pri Tesent rovnice vedeni tepla explicitnim
schématem:

Uzijeme ndhrady

ou w(zy, tha1) — w(xy, ty) Ukl _ pk
—(Pk) = ’ ’ O(F) o = Z1
"t . ro ~ U
a
0*u (@i, te) — 2u(wg, ) + u(Tig, ) Uk, —2UF + UE,

81'2( zk) - h2 + O(hQ) ~

kde UF =~ u(PF) = u(z;, ty,).

h2



c) Volte casovy krok 0.01, prostorovy krok 0.25 a wurcéete hodnotu teseni v bodé A = [0.75;0.02]
metodou siti uzitim explicitniho schematu.
Pro danou volbu spocteme nejprve hodnotu o, tedy

21 2-0.01

1
T2 g32< -
T2 T 0252 =5

(podminka stability je splnéna). Naértneme si obrézek sité:

A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Q t=0.02
B C
® 6 ,,,,,,,,,,,,, G ,,,,,,,,,,,,, ® t=0.01
E F ' G H
’ @ ’ o t=0
x=0.5 x;0.75 x=1

Hodnotu v bodé A pak spoc¢teme dle explicitniho schematu

Uy=0Up+ (1 — 20)U0+O'UD +0.01f(0).

Hodnoty Upg, Ue jsou hodnoty aproximaci v bodech na prvni ¢asové vrstvé a Up = 1 je hodnota
dand okrajovou podminkou. Spoc¢teme tedy nejprve hodnoty na 1. ¢asové vrstvé:

0.32(0.25%) + 0.36(0.5%) + 0.32(0.75) + 0.01 - £(0.5,0) = 0.25,

Ug =
0.32(0.5%) 4 0.36(0.75%) + 0.32(1) + 0.01 - £(0.75,0) = 0.5625,

Uo =

kde jsme rovnou dosadili piislusné hodnoty z nulté casové vrstvy v bodech E, F, G, H. Dopocteme

hodnotu aproximace v bodé A
Ua = 0.32(0.25) + 0.36(0.5625) + 0.32(1) — 0.04 = 0.5625

A4. Je dana Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici
-V (Vu) =y

v oblasti Q C R? dané jako vnitfek ¢tyithelniku [0; 0], [2;0], [0;1.5], [1.5; 1.5]. Na hranici oblasti 99 je
dand okrajova podminka u(z,y) = zy .

a) Uvedte, o jaky typ rovnice se jednd a pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol V. UZitim
tohoto zdapisu rozepiste levou stranu rovnice tj. —V - (Vu) pomoci druhych parcidlnich derivaci.
Symbol nabla (V) je diferencidlnim operatorem ktery je (ve 2D) dan jako

o 0
V=(=— =)
oz’ Oy



Pocitame-li tedy formélni skaldrni soucin dostaneme

0? 0?
V'V—@‘i—a—yy

coz je Laplaceuv operator. Tedy mame

b) Vysvétlete pojem nerequldrni uzel a odvodte ndhradu v nerequldrnim uzlu pomoci linedrni inter-
polace. Regularni uzel je takovy, jehoz spojnice se vSemi sousedy lezi v {2, hrani¢ni uzel je uzel
na 0f). Neregularni uzel je takovy uzel, ktery neni regularni ani hrani¢ni, viz obrazek sité.

Nebo také je to takovy uzel, jehoz néktery soused neni jiz v oblasti {2 ani na jeji hranici (presnéji
spojnice). Nejprve si nakreslime schema pro neregularni uzel a sousedni regularni uzel

® u O
R N Q sitova primka

nasledné pak z podobnosti trojihelnikt dostaneme

UN—UR_SD(Q)_UR
ho (1 +6h

a tedy po uprave

p(Q) = (1+6)Un — 0Ug.



d) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby bod [0,0] byl uzlem sité. Sestavte sitové rovnice.

Rovnice v regularnich uzlech

4Uy —Ug —Up —(0-0.5) — (0.5-0) = 0.5*-0.5,
4Up — Uy — U —Ug —(1-0) = 0.5*-0.5,
4Up —Us—Ug —(0-1) = (0.5-1.5) = 0.5*-1,
4Up —Up —Ug —Up — (1-1.5) = 0.5%-1,
a pak v uzlech nereguldrnich
(1+ ;)Uc — gUB = (0.5-(1.5+ % -0.5)),

1 1 1
14+ ) Up—=Up = (1-(1.5+=-0.
(1+3)Up = 3Us = (1+(15+05),



Numericka matematika B — 4.6. 2015

B1. Déana soustava nelinearnich rovnic
1-y(l+2)=0, a®+y—1=0

a) Urcime z grafu pribliznou polohu vsech FeSeni soustavy, nejprve si ale rovnice upravime (vyjadiime

Y),
1

1+

y = ,  y=1-2a?

Nakreslime graf

Kl—y(H—x):O

b) Zvolte pocdtecni aprovimaci X© = (0,0)7 a urcete XV Newtonovou metodou. Vidime, Ze funkce
flay)=1-y(l+z), gloy) =2"+y-1=0
maji parcidlni derivace
fo=-y, fy=—-(1+2), g =2z, g,=1

Dosadime X = (—1,1)7 a sestavime soustavu rovnic pro piiristky

fz(X(O))Ax+fy(X(o)>Ay = _f<X(O))a

gm(X(O))Ax+gy(X(0)>Ay = _g(X(O))a
tedy

—1Ax+OAy = —(1-(-1)-0),

—2A, + 1A, = —((-1)*+1-1).

Najdeme feseni A, =1, A, =1 a spocteme nové piiblizeni

A -1 1
1) _ x© e )
wexoe(3)= (1))

B2. Resme Cauchyovu tlohu X = AX, X(0) = X, kde

A:(_}1 —}),mo):(i)a){:(z%)

I
VR
o O
~_—



a) Urcime vlastni ¢isla matice A,

‘1—A -1

ﬂil_A‘:V—QA—3:Q—3XA+D.

Spektralni polomér matice A je p(A) = 3.

b) Volime krok h = 0.1 a spoc¢teme pribliznou hodnotu eseni v bodé t = 0.1 Eulerovou metodou

0 1 -1 0 —0.4
(1) _ x (0 0 _ =
XD =x04 014X <4)+01(_4 1)(4> ( 44)

¢) h = 0.1, Collatzova metoda : ty = 0, h = 0.1, X(© = (0,4)”. Hodnotu k; jiz mame (viz b)) nebo

Znovu spocteme
o — 1 -1 0y [ —4
=\l -4 1 4 ) 4

;@m_x@+0%h_(‘2§)

b — 1 —1 —02Y [ —44
27\ -4 1 42 ) 5
0 —4.4 —0.44
1) _ (0 _ _
XM = x +01m(4)+01( 5)( 45>.

a) Podminky souhlasu:

B3.

Poloha (u), Rychlost (u)
Bodxz=0,t=0: 0-(0—1)=sin(0), 1 — 0% = cos(0)
Bodz=1,t=0. 1-(1—1)=0, 1-12=0

b) Podminka stability pro h = 0.2 a 7 = 0.1:

, 477 4.001

T T oo
c) Nakreslime si obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O =02
,,,,,, GBGC.D t=0.1
oF =0




B4.

Hodnota Ug = —0.8-0.2 = —0.16 je ddna pocéateéni podminkou (nultd vrstva) a hodnota Up = 0
je ddna okrajovou podminkou. Hodnoty na prvni ¢asové vrstvé spocteme (ndhrada na 1. casové

VIstve)
Up=-06-04+0.1-(1-0.6%) =—0.24 +0.064 = —0.176.

Uc=-08-02+0.1-(1-0.8)=—-0.16 + 0.036 = —0.124.
Urcime pribliznou hodnotu resent v bodé A[0.8,0.2].
UA = O'QUB + (2 — 20’2)U0 —|—O’2UD — UE +7’2f(0),

tedy
Ug=1-(=0.176) +0 - (—0.124) + 1 - (0) — (—=0.16) + 0.01 - (2- 0.8) = 0.

— (%) + (@ + )y =—2>  y(1)=0,y(5)=0.
Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni jsou:
Podminka I. Funkce p,p', q, f jsou spojité, tj. p,p’,q, f € C((1,5)).
Podminka II. Funkce p(x) > 0,¢(x) > 0 v intervalu (1,5).
Pro danou tilohu méme p(z) = 22, ¢(z) = x + 1, a f(z) = —a3. Vidime, Ze podminky I. a II. jsou

splnény, existuje tedy pravé jedno feseni dané tlohy.

Rovnice zapiSeme v uzlech z; = 2, o = 3, x3 = 4, dle vzorce tedy mame

—2.25- 0 4+(2.25+6.25 + 122+ 1))y, — 6.25y, = —23,

Yo
—6.25y; + (6.25 +12.25 + 1°(3 + 1))yo — 12.25y3 = —3°,
—12.25y5 + (12.25 +20.25 + 1*(4 + 1))y — 20.25- 0 = —4°.

Ya

Hodnoty yg = 0 a y4 = 0 jsou dany okrajovou podminkou. Dosadime a dostdvame v maticovém
zapise

115 —6.25 0 n —8
—6.25 225 —12.25 yo | = | —27
0 —1225 375 Ys —64

Snadno ukézeme, ze matice této soustavy je ODD (napt. v fadcich), tj.

11.5 > 6.25, 22.5 > 12.25 4 6.25, 37.5 > 12.25.



