
Numerická matematika A – 28.5.2015
A1. Je dána soustava nelineárńıch rovnic

(x+ 1)2 + y2 = 4

sinx − y = 1

a) Určete graficky přibližnou polohu kořen̊u soustavy.

b) Zapǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f(x, y) a g(x, y) v bodě X(k) = [xk, yk]. Rovnice f(x, y) =
0 a g(x, y) = 0 aproximujte v bodě [xk, yk] př́ıslušnou rovnićı tečné roviny a odvod’te soustavu rovnic
pro výpočet nového přibĺıžeńı [xk+1, yk+1] Newtonovou iteračńı metodou!

c) Zvolte X(0) = [ 0, 1]T a Newtonovou metodou spočtěte X(1).

A2. Je dána Cauchyova úloha

ẍ+ 2ẋ+ 5x = t x(0) = 1, ẋ′(0) = 0

a) Zapǐste Taylor̊uv polynom T (h) stupně jedna pro funkci y(x + h) rozvinutou v bodě x (tj. h = 0).
Vyjádřete chybu, jaké se dopust́ıme, když nahrad́ıme y(x+ h) hodnotou polynomu T (x+ h). Užijte
tento vzorec a odvod’te vzorec pro Eulerovu explicitńı metodu pro numerické řešeńı Cauchyovy úlohy
y′ = f(x, y) s počátečńı podmı́nkou y(x0) = y0.

b) Určete fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice odpov́ıdaj́ıćı dané úloze.

c) Volte h = 1 a určete hodnotu aproximace řešeńı x(1) a ẋ(1) užit́ım Collatzovy metody.

A3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+ 4x v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (−1, 1), t > 0} ,

u(x, 0) = 2x+ 2 pro x ∈ 〈−1, 1〉 a u(−1, t) = 0, u(1, t) = 4− t pro t ≥ 0.

a) Zapǐste, jak se nahrad́ı derivace ∂u
∂t

a ∂2u
∂x2 v bodě P k+1

i při řešeńı rovnice vedeńı tepla implicitńım
schématem. Toto schéma odvod’te.

b) Ověřte podmı́nky souhlasu pro danou úlohu. Volte prostorový krok h = 0.5 a časový krok τ = 0.1 a
sestavte rovnice pro řešeńı úlohy v 1. časové vrstvě použit́ım implicitńıho schématu.

c) Rozhodněte, zda je Jacobiho iteračńı metoda pro soustavu rovnic z b) konvergentńı.

A4. Je dána smı́̌sená úloha pro vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
+ xt,

kde počátečńı a okrajové podmı́nky jsou dány u(x, 0) = sin(πx), ∂u
∂t

(x, 0) = 0, u(0, t) = 0, u(1, t) = 0.

a) Rozhodněte, zda funkce u(x, t) = sin(πx) cos(2t) je řešeńım dané úlohy pro f(x, t) = 0. Zd̊uvodněte!

b) Zapǐste, jak se nahrad́ı derivace ∂2u
∂t2

a ∂2u
∂x2 v bodě P k

i při řešeńı dané rovnice explicitńım schématem.
Toto schéma odvod’te. Dále pak odvod’te náhradu na prvńı časové vrstvě.

c) Ověřte, zda pro volbu h = 0.25 a τ = 0.1 bude explicitńı schéma stabilńı. Užijte f(x, t) = xt a určete
přibližnou hodnotu u(0.5, 0.2) použit́ım explicitńıho schématu.



Numerická matematika B – 28.5. 2015

B1. Je dána tabulka hodnot
xi -1 -1 0 0 1 1 2 2

yi 2.9 2.9 2.2 2 4 4.1 3.6 3.8

a) Pro danou tabulku hodnot sestavte soustavu normálńıch rovnic pro určeńı koeficient̊u
polynomu nejvýše 1. stupně, který danou tabulku hodnot aproximuje nejlépe ve
smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Soustavu rovnic zapǐste v maticovém tvaru.

b) Soustavu z a) vyřešte a určete polynom p∗1(x) nejvýše 1. stupně, který ve smyslu
metody nejmenš́ıch čtverc̊u nejlépe aproximuje zadaná data.

B2. Je dána Cauchyova úloha

y′′ = 2e−y − (y′)2, y(−3) = 1, y′(−3) = 1

a) Zadanou diferenciálńı rovnici převed’te na soustavu rovnic Y′ = F (x,Y).

b) Volte krok h = 0.1 a určete přibližné řešeńı Cauchyovy úlohy v bodě x = −2.8
Eulerovou explicitńı metodou.

c) Volte krok h = 0.2 a určete přibližné řešeńı Cauchyovy úlohy v bodě x = −2.8
Collatzovou metodou.

B3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+ 4x v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (−1, 1), t > 0} ,

u(x, 0) = 2x+ 2 pro x ∈ 〈−1, 1〉 a u(−1, t) = 0, u(1, t) = 4− t pro t ≥ 0.

a) Ověřte, zda jsou splněny podmı́nky souhlasu.

b) Zapǐste podmı́nku stability explicitńıho schématu pro danou rovnici a ověřte, zda je
pro volbu h = 0.25 a τ = 0.01 je splněna.

c) Určete přibližnou hodnotu řešeńı v bodě A[0.5, 0.01] užit́ım explicitńıho schématu.
Volte krok h a τ dle b).

B4. Je dána Dirichletova okrajová úloha v samoadjungovaném tvaru

− (xy′)
′
+ y = 4 y(1) = 0, y(4) = 0.

a) Zapǐste postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy v
samoadjungovaném tvaru. Ověřte, zda jsou pro danou úlohu splněny.

b) Zapǐste śıt’ové rovnice pro krok h = 1.

c) Rozhodněte, zda matice soustavy v b) je ostře diagonálně dominantńı(ODD) nebo
symetrická a pozitivně definitńı (SPD).


