Numerickia matematika A — 22.5.2015

A1. Je dana soustava linearnich rovnic tvaru Az = b, kde
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a) Zapiste, jakym z jaké rovnice se pocitaji vlastni ¢isla (a spektralniho polomér) Jacobiho iteracni
matice Uy = —D (L + U) (aniz bychom prvky matice U ; pocitali, A = D + L + U). Zduvodnéte,
ze dany vzorec skutecné dava vlastni ¢isla matice U ;.

b) Zapiste jakymy vztahy je definovédn pojem ostfe diagonalné dominantni matice. Rozhodnéte, zda
dana matice A je ostie diagonalné dominantni.

¢) Rozhodnéte, zda je Jacobiova metoda pro danou soustavu rovnic konvergentni. Zapiste, jakou podminku
pro konvergenci jste pouzili, a zdivodnéte, pro¢ je splnéna. Volte pocateéni piiblizeni z(® = b a
spoctéte piiblizeni () Jacobiovou iteraéni metodou.

A2. Je dina Cauchyova tloha X = AX, X(0) = (1,0)7, kde

a=( 23

a) Oznacte y(x) Feseni Cauchyovy ulohy v/ = f(z,y), uzijte vztah v'(z + h/2) = (y(x + h) — y(z))/h +
O(h?*) v bodé = = x;, a odvodte vzorec pro Collatzovu metodu (pro y'(x + h/2) vyuzijte predpoklad,
7e 1y je fesenim Cauchyovy ulohy, uzijte Tayloruv rozvoj a ¢leny O(h?) zanedbejte).

b) Uzijte krok h = 1 a spoététe aproximaci feseni XM ~ X (1) pomoci Collatzovy metody.
c) Urcete vlastni ¢isla matice A a zapiste jaky tvar mé fundamentdlni systém dané rovnice (vlastni

vektory nevydéislujte!). S uvdzenim tvaru fundamentélniho systému zduvodnéte, zda je volba kroku
h =1 vhodna nebo nevhodnd pro feseni dané tlohy!

A3. Je dana Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici
—Au=2x+y

v oblasti Q C R? dané jako vnitiek ¢tyithelniku [0;0], [2;0], [0;1.5], [1.5;1.5]. Na hranici oblasti 99 je
dand okrajova podminka u(z,y) =x+ 7y .
a) Uzitim Taylorova rozvoje pro y € C*I) v bodé z; vyjddiete hodnoty v bodech z; + h. Odvodte
nédhradu y”(x;) pomoci hodnot y(x; + h), y(z) a y(x; — h) a zapiste jaké chyby se dopustite.

b) Pomoci parcidlnich derivaci rozepiste symbol Awu uvedeny v zadané tloze. Rozepiste, jak se v re-
guldrnim uzlu P, ; = [z;,y;] nahrad{ tyto parcidlni derivace, a odvod'te rovnici pro ndhradu dané
rovnice metodou siti v regularnim uzlu P ;.

c) Volte krok h = 0.5 a sit tak, aby bod [0, 0] byl uzlem sité. Sestavte sifové rovnice na piimce y = 1.
V nereguldrnim uzlu uzijte linearni interpolaci.

A4. V oblasti Qr = {[z,t] : z € (1,5), t € (0,T)} je zaddna smiSend uloha pro rovnici vedeni tepla

ou_ o500 o (2,0) = 4z, u(l,t)=4+3t, u(5,t) =2t + 20
—_= . X ulax = T u = u =
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a) Zapiste, jak se nahradi % a % v uzlu PF = [x;, k7] na k-té ¢asové vrstvé pii odvozeni explicitniho

schématu pro feseni dané rovnice. UZijte tyto ndhrady pro danou rovnici a toto schéma odvodte.
Zapiste podminku jeho stability.

b) Ovéite, zda jsou splnény podminky souhlasu (tyto podminky uvedte)! Rozhodnéte, zda explicitni
schéma bude stabilni pro volbu prostorového kroku h = 1 a casového kroku 7 = 0.5.

c) Volte h = 1 a 7 = 0.5 a pomoci explicitniho schématu uréete ptibliznou hodnotu feseni v bodé

A=[4,05].



Numericka matematika B — 22.5. 2015

B1. Je dana soustava linedrnich rovnic tvaru AX = B, kde
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a) Je dand matice A ostie diagondlné dominantni? Zduvodnéte!
b) Je dand matice A symetrickd a zdroven pozitivné definitni? Zduvodnéte!

¢) Rozhodnéte, zda je Gaussova-Seidelova iteraéni metoda pro danou soustavu rovnic konvergentni.
Uréete piiblizeni X uzitim Gaussovy-Seidelovy iteraéni metody pii volbe X(© = B.

B2. Je ddna Cauchyova uloha

X:(ﬁ _;)X+(§t_+41), X(O):(_i).

a) Uréete interval maximélniho feseni dané ulohy.

b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte pfibliznou hodnotu feseni X (1) .

B3. Je dana smisena tloha pro rovnici vedeni tepla

ou 0%u
— =2— 41 lasti €2 = : —1.1
T 52 +4x v oblasti {lx,t] -2 € (-1,1), t >0},

u(z,0) =2z +2prox € (—1,1) au(—1,t) =0, u(l,t) =4 —t prot > 0.
a) Ovérte, zda jsou splnény podminky souhlasu. Tyto podminky uved'te.

b) Zapiste vzorec pro explicitni schéma a podminku jeho stability. Ovéite, zda je pro volbu h = 0.25 a
7 = 0.01 je splnéna.

c¢) Urcete pribliznou hodnotu feseni v bodé A[0.5,0.01] uzitim explicitniho schématu. Volte krok h a 7

dle b).
B4. Je déna okrajova uloha pro Poissonovu rovnici, tedy
—Au=2x+y

v oblasti tvorené ¢tyiihelnikem s vrcholy [0, 0], [3.5, 0], [3, 2], [0, 2], kde na hranici je predepsana Dirichletova
okrajova podminka u(z,y) = 2 — .

a) Nakreslete oblast a sit s krokem h = 1 (sit volte tak, aby bod [0, 0] byl uzlem sit¢). Vyznacte regulérni,
nereguldarni a hrani¢ni uzly. Zapiste souradnice vSech téchto uzlu na primce y = 1.

b) Sestavte vSechny sitové rovnice, které vzniknou pii feSeni ilohy metodou siti s krokem h = 1. V
neregularnich uzlech uzijte linearni interpolaci.



