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Numericka matematika A — 18.6.2015

Kvadratickd odchylka polynomu nejvyse 1. stupné p;(x) = ag + a1z je

O*(pr(x) =D (pr(ws) — i)

Optiméalni polynom pj(z) v daném piipadé mé splhovat
0% (pi(x)) < 6*(pi(2)),

tj. hledame takovy polynom pro ktery je kvadratickd odchylka minimalni. VSimnéme si, ze kvad-
ratickd odchylka pro tento piipad je funkei dvou proménnych (koeficientu ag a ay).

*(pi(2)) = Z (pr(w:) —9:)* = Z (a0 + arz; — i)* = G(ag, ax)

Kvadraticka odchylka je hladka funkce proménnych ag a a;. Minimum kvadratické odchylky tedy
muze nastat pouze ve staciondrnim bodé, tj. dostavame podminky gTi =0, 2% = 0. Tedy po

' Oag
zderivovani
2 Z(ao +a1r; —y;) 1 =0,

QZ(CLQ +a1x; — yz) T; = 0.

Upravime do tvaru

Gozl—i‘alZ%:Z%
aOZ:ci—l—ale? = leyl

Nejprve vypocteme soucty

di=5 Y wi=4, D a7=10> y; =53 > zy =141

Tedy tesime soustavu
5 4 ap \ 5.3
4 10 a; )~ \ 141

Reseni je ag = —0.1, a; = 1.45 a optimalni polynom p*(z) = —0.1 + 1.45x

Postacujici podminkou pro existenci a jedn. feseni ulohy v = f(z,y,y’) je spojitost funkce f a
parcidlnich derivaci f, = g_g, fy = g_;i,
T / — / _ y
f(zy.9) =y poRT
fy fy’ = 17
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V daném piipadé tedy potiebujeme splnit podminky (vzhledem k pocéteéni podmince)
x>1, y > 0.

Tedy
G ={[z,y,y] 2 €(1,00),y € (0,00),y € R}

b) Prevedeme na soustavu ODRe

Yy =y :}Y’: Y2
Y2 = y/ yQ_\/mgil

nebo-li Y’ = F(x,Y), kde

F(:L',Y)z(yz_\/?yz>.

3 ), h = 2. Pocitejme

5

wer (2 (3))= (o) (9)
e (1) 1(3)

c) Nejprve 7y =2, Y0 = (

Tedy y(4) ~ 21.
A3.
a) Néhrady v uzlu PF = [z;, k]

Pu, ~ Ul —20F + Uﬁu Pu

— (P = —(P") =
(91:2< z) h2 ) atz( 1) 72 )
kde U} ~ u(PF), Dosazenim do rovnice
Pu 0%
o = g2 Y
v uzlu PF dostaneme
Ut —2uf + UMt UF 208 + U
7 21 7 — C2 1 +1 +f(IZ,Tk)

h2

T

Vyndsobenim 72 dostaneme

Uk — 2.2 Uf, —2UF + UL,

72 — Uik_l +2Uik+72f(xi,7'k).



627'2
h2

Uik'H = 0'2U1.k71 + 2 (1 — O'2> Ulk + O'ZUZ‘]?H - Uik_l + T2f<$i’tk>

Oznaéime 02 = a upravime

Pro prvni ¢asovou vrstvu (¢; = 7):

w(x;, t1) = u(wy, 0) + %(aﬁ“ 0) + O(7?),

a po zanedbdni O(7?)

au (‘ria 0)7

u(x;, )+Tat

)

kde za u a % dosadime z poc¢. podm, tedy

U =2;(4 — ;) + 70,

(]

b) Volba h =1,7 =0.3,c=3 davd 0 = = 0.9 < 1, tedy podminka stability je splnéna.

Hodnoty na nulté a prvni ¢asové vrstvé jsou stejné
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c) c=3,0% = chf = 0.81

Ua=081(U; +Uy) +2(1 —0.81)U — U +0.09-0.3=0.81-4+0.18-3 — 3+ 0.027 = 1.407
Up =081(U} +Us) +2(1—081)U; — U+ 0.09-0.3 =0.81-6+0.18 -4 — 4+ 0.027 = 2.407

A4.

a) PouZéjeme
’ z(x+h)—z(x—h

pro h:=h/2 a z(z) = p(x)y'(x). Tedy

p(en = h/2)y' (& — h/2) — p(an + h/2)y'(x + h/2)

h
25

2 () = (p(m)y'(x))/ o=z, =



kde oznaéime p,11/2 = p(x £ h/2). Déle pak

v (z, —h/2) ~ Yn = Yn1 _hynfl, v (x, + h/2) ~ —ynﬂh_ n.

Tedy
1
(p<'r)y/('r)>/ ‘x::pn ~ ﬁ [pn—l/Qynfl - (pn—1/2 +pn+1/2> Yn +p<n + 1/2)yn+1] .

Néhrada rovnice v samoadjungovaném tvaru —(p(x)y’) +q(z)y = f(x) v uzlu z,, pak je po upraveée
—Pn—1/2Yn—1 + (pnfl/Q + Pnti1/2 + hQQ(fn)) Yn — Pnt1/2Yn+1 = W2 f ()
piipadné oznacime ¢, = q(z,) a f, = f(x,).

Pro rovnici v samoadjungovaném tvaru —(p(z)y’) + q(z)y = f(x) postacujici podminky existence
feSeni Dirichletovy tlohy jsou:

(i) Spojitost funkei p(z), p'(x) , ¢(z) a f(x) na celém intervalu (a, b).
(ii) Dale p(x) > 0 a g(x) > 0 pro v8echna x € (a, b).

Vidime, ze funkce p(z) = z,p'(z) = 1,q(x) = (x — 1), f(z) = 4 jsou spojité na daném intervalu.
Navic p(z) > 0, a ¢(x) > 0 pro x € (1,5).

Nejprve vypocteme hodnoty funkei p a ¢ (f - je konstantni).

Tisnp | 15]25|35]45 2 |2]3]4
plx; £h/2) | 1.5]25|35]45 qz;) {11213

Sestavime soustavu rovnic

(1.5+25+1) -25 0 " 4415-2
25 (25+35+2) —3.5 yy | = 4| =
0 —35 (3.5+4.5+3) Ys 4
5 —2.5 0 ¥ 7
—2.5 8 —35 yo | = 4
0 —35 11 Vs 4



Numericka matematika B — 18.6. 2015

B1.
a) Ano, protoze:
[U]|p = v0.96
b)
2
(1) — —=
X0y ( ; ) ,
o _ [ 0.7 03 (2 2\ _( 17 2\ _( 34
A ( —06 01 ) 1)"\1 ~11 )71 ~0.1
c)
p(U) = 0.5
nebot charak. rovnice
0.8+ +v—0.04
M —08\+025=0= \o= > = 0.4+ 0.3 4,
tedy
M| = [Ao| = V016 + 0.09 = 0.5
B2. a)
nh =Y Y2
o=y =Y = vs
ys =y’ 3ys — 3y2 + 1
b) h = 0.1 Eulerova metoda:
1 1 1.1
Y(=2.9)=Y(=3)+0.1F(-3,Yy) = [ 1 | +01[ 1 | = 11
1 1.1
1.1 1.1 1.21
Y(=2.8) = Y(=2.9) + 0.1F(-2.9,Y(-28)) = [ 1.1 | +01| 11 | = 121
1.1 1.1 1.21
c) h = 0.1 Collatzova metoda:
1 1 1
ko= F(=3,Y(=3) = | 1|, Yo = Y(=3) + 0.1k, = [ 1 | +01( 1
1 1 1
1.1
1.1

1.1



1.1 1 1.1
ky = F(=2.9, Yyom) = | 1.1 |, Y(=28) = V(=3)+02k = [ 1 |+02]| 1.1 | =
1.1 1 1.1
1.22
1.22
1.22
B3. a) Podminky souhlasu:
v =0,t =0: pocatecni u(0,0) = —4, okrajova u(0,0) = —4 v x = 1,t = 0: pocatecni
u(1,0) = 6, okrajova u(1,0) =6

, opr 1 1 0.5-0.01 |
b) Podminka stability: 2 < 5 P =5 h =01 7 =001 = o0l 0.5 je
splnéna.
c)
1
U(A) = 5 (U(0.7,0.01) + U(0.9,0.01))+0.01-2:0.8 = 5(3.0145.018)+0.016 = 4.032
1
U(0.7,0.01) = 5 (U(0.6,0) + U(0:8,0)) +0.01 - 2- 0.7 = 3.014
1
U(0.9,0.01) = 5 (U(0:8,0) + U(1,0)) +0.01 -2 0.9 = 5.018
U(0.6,0) = 2, U(0.8,0) = 4, U(1,0) = 6

B4. a) Regularni :e, neregularni : [J

—O—E}\
o—{

\

b) Na y = 1 lezi jeden regularni a jeden neregularni:
reguldarni: 4U(0.5, 1) — U(1, 1) — U(0.5, 0.5) =2+ 3+ 0.25(—0.5) = 4.875,

4 1
SOZUM1) = U005, 1) =2

neregularni: § =



