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Numerickia matematika A — 22.5.2015

Vlastni &isla A, matice U ; se pocitaji jako kofeny rovnice det(L+ AD +U) = 0, nebot jak snadno
ovérime plati

det(U; — AE) = det(—=D (L +U) — AD'D) = det(—=D ") det((L + U + AD).

Spektralni polomér pak je nejvétsi absolutni hodnota ze vSech téchto vlastnich éisel, p(U ;) =
max |Ag|.

A je ODD pokud bud pro vSechna i plati |a;| > Z#i a;; nebo pro vsechna i plati |a;| > Z#i aj;.
Dand matice neni ODD, nebot v druhém tadku/sloupci poZzadovand nerovnost neni splnéna.

Nejprve rozhodneme, zda je Jacobiova metoda pro danou soustavu rovnic konvergentni. Postacujici
podminka vzhledem k b) neni splnéna, zjistime tedy, zda je splnéna nutna a postacujici podminka:
p(U j) < 1. Vlastni ¢isla matice U ; pocitdme postupem dle a). Tedy

AN =2 0
det 1 20 1 | =322 -4\ +81=0
0 1 4\

Kofeny jsou A\; = 0, a komplexni Ay 3 v absolutni hodnoté splituji |Ag 3| = \/g < 1,tedy p(U,) < 1.

Tedy Jacobiova metoda je konvergentni nebot nutnd a postacujici podminka pro jeji konvergenci
je splnéna.

Déle si soustavu rovnic prepiSeme ve slozkovém zapise z kterého vyjadiime i-tou slozku z i-té
rovnice. Tedy rovnice

4ZL‘1 —2ZL'2+01'3 = 2

log + 225+ 125 = —2
Oy +290+423 = 1
upravime a doplnime ¢isla iteraci:
x&kﬂ) = i <2 + 2x§k) — Oxék)> ,
xgkﬂ) = % <—2 — ngk) — 1x§k)> )
2D = i (1 — 0z — 1x;’“)) .

Volime X = (2, -2, 1), dosadime do piedchozich rovnic a spocteme

1 53,

X'= (o, -2, )T
2’7271



a) Ze vztahu daném v zadéani vyjadiime y(z + h)
y(x + h) = y(z) + hy/(x + h/2) + hO(h?),
kde pouzijeme predpoklad, ze funkce y(x) je Feseni Cauchyovy ulohy, tedy
y(z+h/2) = f(z+h/2,y(z+ h/2)),

a kam dosadime za y(x 4+ h/2) dle Taylora rozvoje

Yo+ 12~ yla) + oy (1) = y(a) + 5 Pl y(a)) + O(R).

Tedy pro = x,,, y(r,) ~ y, a zanedbdnim O(h?) dostaneme jednokrokovou Collatzovu metodu

Ynt1 = Yn + 0f (@0 + /2,y + h/2f (20, Yn))-

b) X<0>_((1)>,t0_0,h_1,

b= sex = (23 ) (0)- (2
Xpom:X(°)+gk1:((1))+0.5<j):<_ >
-2 4 0 -8
bt ( 2 3) ()= (5):
X(l):X(°)+1k2:<é)+1<_i>:(_Z)

c¢) Vlastni ¢isla matice A ziskdme jako Feseni charakteristické rovnice

—2—-A 41 9 2 B
4 9y ‘—(—2—)\) +16=XA"4+4\+20=0
tedy fesime kvadratickou rovnici se zapornym diskriminantem D = 16 — 80 = —64 a dostaneme
komplexni kofeny
—4 +1v/64
Ao = TZ — 2+ 4,

Realny fundamentalni systém dané ODR pak ziskame jako redlnou a imaginarni ¢ast z
ey — 72 (cos(4t) 4 i sin(4t))V,

kde V' je konstantni (komplexni) vlastni vektor prislusny vlastnimu éislu —2 + 4¢. Vidime, ze
feseni zdvisi na Case pomoci funkei sin a cos s frekvenci f = 4/(27) = 2/7 a tedy periodou
T=1/f=m/2~157. Krok h =1 je tedy vzhledem k velikosti periody rozhodné piilis velky.

A3. Je dana Dirichletova okrajova tloha pro Poissonovu rovnici
—Au=2x+y

v oblasti Q C R? dané jako vnitfek ¢tyithelniku [0; 0], [2;0], [0;1.5], [1.5;1.5]. Na hranici oblasti 99 je
dand okrajova podminka u(z,y) =z +y .



a) Dle Taylorova rozvoje mame

1 1
y(xi +h) = y(w:) + hy(2:) + Qth"(xz‘) + ghg’ym(fﬁz‘) + O(h*),
/ 1 2.1 1 3..m 4
y(xi —h) = y(w;) — hy'(2;) + §h y' (w;) — gh y" (z;) + O(h%),

Sectenim obou rovnosti pro dostavame vztah
y(x; + h) = 2y(;) + y(x; — h) = h?y"(z;) + O(h?),

z kterého y"(z;) jiz vyjadiime.

b)
Pu  0%u
Ay = — 4+ = —
47 o * 0y?
Déle dle a) dostavame v bodé P, ; = [z;, y;]
0%u w(z; + hyy;) — 2u(x;, y;) + u(z; — h,y;) Uig1,; —2U; ; + U1
@(m,yy‘) = : 12 : SO ~ = hQJ -

a obdobné

d*u _ul@i, g+ h) = 2u(w, y;) +u(wg,y; — h)

Uijr1—2U;; + Usj
8_y2<Bj> ~ 12

+ O(h?) =~ % 7

kde Uj; jsou hodnoty aproximaci feseni u(P, ), tj. U; ; = u(P; ;). Dosazenim téchto vyjadieni do
vyjadreni Au v regularnim uzlu P, ; dostavame

hQAU’PM R Ui+ Uijor — AU + Ui j 1 + Uiy
a tedy nahradu rovnice —Au = f v regularnim uzlu (f;; = f(F;;))

—Uit1j = Uijr +4Us; = Uijo1 = Uinay = fiy

c) Nejprve si nakreslime obrazek:




Sestavime rovnice na piimce y = 1 postupneé zleva do prava, v hrani¢nich uzlech rovnou dosazujeme
Dirichletovu okrajovou podminku (z + y), tedy nejprve v reguldrnich uzlech

4Up —Up — Uy — (0+1) = (05+1.5) = 05%-(2-0.5+1),
AU —Up —Up —Up — (1+15) = 052 (2-1+1),

a nasledné v uzlu F - nereguldrnim uzijeme nahrady (14 §)Uy — 0Ug = ¢©(Q), kde 6 ziskdme ze
soufadnic hraniénfho uzlu Q = [1.5 + 3h; 1], tj. 6 = 1/3. Tedy

1 1 1
14+ VUp — -Ug=(1.5+=)+1.
(+3)F ;Up ( +6)+

A4. V oblasti Qr = {[z,t] : x € (1,5), t € (0,T)} je zaddna smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla

2
% = 0.5% +ax+2t, u(r,0)=4x, u(l,t)=4+3t u(5t)=2t+ 20,

a) Uzijeme néhrady

@(sz) _ w(wi, trr1) — w(xy, ty) +O() ~ Ukt — Uk
ot T T
a
Pu oy w(@imr, t) — 2u(wi, t) + w(@ira, t) oy Uty —2UF + Ul
@(Pi )= 72 +O(h%) ~ 2 ,

kde opét UF =~ u(PF) = u(w;, ;). Dosadime do dané rovnice

Uik+1 — Uzk _ 05Uzkfl - 2Uzk + Uiij

T h?

kterou vyndsobime 7, oznac¢ime o = 0.57/h? a upravime:
UMt = oUF | + (1 = 20)UF + oUL, | + 7(2; + 2t).
Podminka stability je o < %
b) Nejprve podminky souhlasu
V bodé x = 1, t = 0 je podminka splnéna: 4-1=4+3-0,

V bodé x = 5, t = 0 je podminka splnéna: 4-5=2-0 -+ 20.

Nésledné ovérime, zda schéma je stabilni pro volbu prostorového kroku A = 1 a ¢asového kroku
7 = 0.5, tedy

05-05

1
25 < =
12 0 5_2

g

c¢) Nejprve si nakreslime obrazek:



B - C D
Pany Pany Pany
v Y Y
x=3 x=4 x=5

Proh=1a7=0.5je o =0.25, tedy pocitame

Ua =0.25Up 4+ 0.5Uc + 0.25Up + 0.5 - (4 + 0),
kde hodnoty Ug, Ues, Up jsou hodnoty na nulté ¢asové vrstve, tj. jsou dany pocatecni podminkou
(4x).
Ug=4-3=12, Ug=4-4=16, Up=4-5=10.
Tedy hodnota Ux
Us=8+8+05-(4+0)=18.



Numericka matematika B — 22.5. 2015
B1.

a) Matice je ostte diagondlné dominantni (pro fddky ne, nebot v druhém fddku neplati 2 > | — 1] +
| —20).
Ve sloupcich ano:

1. sloupec 5 > 1+]—-2
2. sloupec 3 > 1+]|—1]
3. sloupec 2 > 0+1

b) Matice neni symetrickd, pozitivni definitnost jiz nevysetiujeme. Matice neni symetrickd a (zdroven)
pozitivné definitni.

NAVIC POZOR: v piipadé nesymetrické matice nenf mozné ovéfovat pozitivni definitnost
vypoc¢tem subdeterminantu (hlavnich minoru), tento postup (Sylvestrovo kritérium) je pouzitelny
jen pro symetrické matice!

¢) Gauss-Seidelova metoda je konvergentni, nebot dle a) je matice ODD.

Iterace pocitame dle

1

mgkﬂ) = 5(2—1-x§—1-x§)
1

2 = g(l—l-xlf+1—0~a:’§)
1

mékﬂ) = 5(—1+2-x’f+1-x’§)

Tedy z pocatecni iterace X(©) = B dostaneme iteraci X

2 0.4
X0 = 1|, — XW =1 02
-1 0

B2.
a) rovnice je linearni, dané funkce jsou spojité vsude, tedy [ = (—o0, 00)

b) Vypocet Collatz:



B3.
a) Nejprve podminky souhlasu
V bodé x = -1, t = 0 je podminka splnéna: 2-(-1)+2=0,
V bodé x = 1, t = 0 je podminka splnéna: 2-1+2=4-0.
b) Explicitni schéma je dédno vzorcem:
Uf“ = UUf_1 +(1- 20)Uf + UUZ‘_”H + Tfik

Podminka stability

pr 1
=2 <z
T =
v nasem pfiipadé
2-0.01 1
o= =16-0.02=0.32 < —.
(1)° 2
1
Tedy explicitni schéma je stabilni.
c) Nejprve si nakreslime obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Q,,,,,,,,,,,,,l,,,,,,, t=0.01
B - C D
Fan Fan Fan
O O O
x=025 | x=05 | x=0.75

Hodnotu v bodé A pocitame dle vzorce
Us=0.32(Up + Up) + 0.36Uc + 0.01f(C),
kde hodnoty v bodech B, C', D nulté ¢asové vrstvy jsou ddny pocateéni podminkou (2x + 2), tedy

Ug = 2-0254+2=25,
Us = 2-05+2=3,
Up = 2-0.75+2=35.

Dosazenim dostavame

Us=0.32(25+35)40.36-3+0.01-4-0.5=1.92+1.084 0.02 = 3.02.

B4.



a) Nejprve si nakreslime obrézek:

regularni: A=11,1, B=][2,1],
neregularni: C =131,
hraniéni: Q =[3.25,1], P =[0,1]

b) Nejprve sestavime rovnice v regularnich uzlech (okrajovd podminka 2 — x, pravé strana 2z + y)

AUA-Up—(2-0)—(2-1)—(2—-1) = 1(2-1+1),
AU —Up—Uc—(2-2)—(2-2) = 13(2-2+1),

a déle pak v uzlech neregularnich

1.25U¢ — 0.25U5 = (2 — 3.25).



