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1. Fourierovy fady

Leopold Herrmann

1 Fourierovy rady

1.1 Fourierovy trigonometrické rady

Priklad 1.1.1.

Necht f oznacuje 4-periodickou funkci
(f ma periodu 2L = 4), kterd je v intervalu
(—2, 2] definovana predpisem

[0, we(-20]
fle)= {2, x € (0, 2].

a) Znazornéte graf funkce f v intervalu J =
[—4, 4] a vypoctéte jeji Fourierovy koeficienty.

b) Zapiste Fourierovu fadu funkce f a soucet
prvnich péti nenulovych clenti.

c) Urlete a graficky znazornéte soucet s(z)
fady v intervalu J. Specidlné uréete hodnoty

sou¢tu v bodech x = 0, £1, £2, £3, +4.
Vysledky. a)
1 2
GOZQA 2dl':2,
1 [? krx
ak:/ 2COSLdJ}_O keN,
2 Jo 2
1 [? krx 2
k 2/0 sin 5 4T = (-1)
0 je-li k sudé,
= 4 ke N.
—, je-li k liché,
k
b)
2 — 1)k L
~ 1 —Z e nebo
T 2
k=1
B 4 i o @m = D7z
~ht o —1° 2 ’
m=
sy = Lr Ty Fgsing
+1 . bz +l . Tmx )
—sin — + —sin — J.
SRR

c) Fourierova fada konverguje v kazdém bodé
x € R. Soucet s(x) je roven f(x) vyjma Cisel

0, £2, 4, .. .(sudych ¢isel), v nichz je roven 1.

Priklad 1.1.2.
Totéz zadéani jako v Prikladu 1.1.1 pro
funkci

2 2 k22
0, pro k sudé,
12,2 pro k liché,
1 /[? krx 2
by = ~ de = —(-1)"1 keN
k 2/0 @ sin — kw( ) €
b)
1 S/2[(-1F -1  krx
f(x)~2+;< 12,2 cos — +
+2(—1)k ! <in k:7rx>
km 2 /)
sa(7) = 3 3 008 5+ —sin
— —sin(mx)+
T
(e 2 gy 10y
972 2 3 2

1
~ 5 sin(27x).

c) Fourierova fada konverguje v kazdém bodé
x € R. Soucet s(z) je roven f(z) vyjma Cisel
49, 46, ...
ven 1. Pro soucet s(z) v intervalu J plati

(lichych nasobki 2), v nichz je ro-

0, ze(=2,00U(2 4,
x, € (0, 2),
s(z) =
x+4, z€[-4,-2),
1, ze {22}
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1.2 Fourierovy sinové a kosinové rady

Priklad 1.2.1.

rierovu sinovou fadu 2m-periodické funkce f

a) Spoctéte koeficienty a napiste Fou-

(L = ), ktera je definovana v intervalu (0, )
predpisem

flx)=1.

b) Napiste soucet prvnich ¢étyf nenulovych
Clend.

c) Urcete a graficky znazornéte soucet s(z)
fady v intervalu J = [—2m, 27].
Vysledky. a)

k e NU{0},

2 [T 2
bk:/ sinkrdr = —
T Jo km

ap =0,
[1 - (—1)’“] -

0, pro k sudé,
= 4 keN.
pro k liché,

kr’

c) Rada konverguje pro viechna x € R, a to k
2m—periodickému lichému rozsifeni konstantni
funkce 1, 0 < z < 7, v bodech nespojitosti
km, k celé, konverguje k 0. Specialné pro soucet
s(z) v intervalu [—2m, 27] plati

-1, ze€(—m0)U(m, 2m),
s@) =41 we(-2m -mU, ),
0, x € {-2m, —m, 0, 7, 27}.

Piiklad 1.2.2.
Toté# zadéni jako v Pifkladu 1.2.1 pro
funkce

L fla) =
2. fla) =

™=

2

Vysledky. 1. a)

ar =0, kENU{O},
2 [T 2 0
bk:/ xsinka:dx:—xcoska: =
T Jo km -
—3(—1)’H keN
k b

= sin( :L‘)
~ 23 (—1)F! —9 (sinx—
=1

1 1 1
—3 sin3:c+g sin5x—? sin7x+-~~>.

c) Rada konverguje pro vSechna z € R, a
to k 2m—periodickému lichému rozsifeni funkce
f(x) =z, 0 < & < 7, v bodech nespojitosti,
tj. lichych nasobcich 7 konverguje k 0. Speci-
alné pro soucet s v intervalu [—27, 27| plati

x+2m, x€[-2m, —m7),

x, x € (—m,m),
s(z) =

x—2m, x€ (m, 2n],

0, x € {—m 7}

i sin k:x

k=1

Rada konverguje pro vSechna =z € R, a to k
2m—periodickému lichému rozsifeni funkce 5+,
0 < x < m, a k 0 v bodech nespojitosti,
tj. sudych néasobcich 7. Specidlné pro soucet
s(z) v intervalu [—2m, 27] plati

T+

5 € (—2m, 0),
s(x) =40, r € {-2m,0,27},
T 3 z e (0, 27).



4/8. prosince 2011

2. Mocninné fady

Leopold Herrmann

Priklad 1.2.3.
a) Vypoctéte Fourierovu kosinovou fadu

pro danou 2L—periodickou funkci: f(x) = =z,
0<x<L.

b) Napiste prvni ¢tyfi nenulové ¢leny rady.
c) Uréete soudet Fourierovy fady v intervalu

(2L, 2L].

Vysledky. a) —b)

by =0, keN,
9 L
aozL/O rdr = L,
2 [ krx 2L k
== Ay = = [(—1 —1]
ak L/o z cos — dx 12 [( )
0, pro k sudé,
= AL ke N.

—W, pro k llché,
v

L 2L 2 (-1)kF -1
- — COS
2 72 Pt k2 L

L AL & 1 (2m — 1)z
_2_7#;(2171—1)2608 L

L AL w1 s
—2 7T2 COSL 9COS I

+1 57rx+
—CcoS—— + -+ |.
25 L

c) Rada konverguje pro vSechny =z € R, a
to k 2L-periodickému sudému roz§ifeni funkce
f(z) =2,0 <z < L. Specialné pro soucet s(z)
v intervalu [—2L, 2L] plati

w420, xe|-2L, L),

-, x € [-L,0),
s(z) =

x, z €0, L),

—x+2L, ze€][L,2L]

2 Mocninné rady
2.1 Interval a obor konvergence

Priklad 2.1.1.
B Je ddna mocninné rada

= k
kzzo(—1>k2k<2k2+1)($ —2)".

a) Urcete polomér konvergence a interval kon-
vergence dané rady.

b) Zapiste intervaly, v nichz dand fada konver-
guje absolutné a diverguje. Situaci v krajnich
bodech intervalu konvergence nevysetrujte.

Vysledky. Polomér konvergence R = 2, inter-
val konvergence I = (0, 4). Rada absolutné
konverguje pro x € I a diverguje pro =z €
(—00,0) U (4, +00). Pozndmka. V krajnim bodé
x = 0 diverguje (podle limitniho srovnavaciho kri-
téria), v krajnim bodé x = 4 konverguje relativné

(podle Leibnizova kritéria).

Priklad 2.1.2.
Je ddna mocninné fada

= k
Z(—l)km(m -

k=0

2)3k,

a) Vypoctéte interval konvergence.

b) Urcete vSechna x, pro néz fada konverguje
absolutné a vSechna x, pro néz konverguje re-
lativné.

c) Urcete vSechna x, pro néz fada diverguje.

Vysledky. (0, 4).
Rada konverguje absolutné pro x € I, relativné

Interval konvergence I =

(podle Leibnizova kritéria) v pravém krajnim
bodé © = 4 a diverguje pro z € (—oo, 0] U
(4, +00).

2.2 Alternujici fady - odhad chyby

Priklad 2.2.1.
B Je dédna mocninné fada

X (x— 1)k
PR

k=0
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a) Urcete interval konvergence.

b) Dokazte, ze fada pro x = 0 je alternujici fa-

dou Y232, (~1)F!
poklady Leibnizova kritéria.

¢k, kde ¢ > 0 spliuji pred-

¢) Odhadnéte chybu aproximace sou¢tu fady
¢asteénym souctem prvnich tii ¢lent.

Navod. Uzijte vysledku, ktery plati pro alternu-
jict fady Y ;o (=1)*ck, (cx > 0), které spliuji
predpoklady Leibnizova kritéria: chyba aproximace
souctu s castecnym souctem s, je mensi nez ab-
solutni hodnota prvniho vynechaného c¢lenu, tedy
|s — sn| < cnt1-

Vysledky. a)

d’Alembertovo  krité-
rium): interval konvergence (—1, 3).

1. metoda (limitni

2. metoda (vzorec pro soucet geometrické

fady): a = %, qg= “"’T_l, absolutné konver-
1

gentni pro z € (-1, 3), s = s(x) = 37.

Specialné s(0) = 1.
b) Pro fadu Y 32 (—1)* ¢, cx = 37, jsou spl-
nény predpoklady Leibnizova kritéria: i) ¢, <

ck—1 pro vSechna k € N, ii) ¢, — 0 kdyz

k — +o00.
c) [s—so| < 3= (=0. 0626). Poznémka.
so =32, |s — 82| = 55 (= 0.0417) < & (~ 0.0626).

Piiklad 2.2.2.
Je ddna mocninné fada

i 1 3)2k
pard 4k k-I—l

a) Urcete interval konvergence I dané fady.

b) VysSettete konvergenci dané fady v krajnich
bodech intervalu konvergence I. Zapiste inter-
valy, v nichz fada konverguje absolutné, v nichz
diverguje a pripadné body, v nichz konverguje
relativné. Znazornéte vysledky na ¢iselné ose.

c¢) Dosadte © = 4 do dané fady a odhadnéte
chybu aproximace souctu fady c¢asteénym sou-
¢tem prvnich 3 nenulovych clent.

Navod. Viz Piiklad 2.2.1 c).
Vysledky. a) I = (1, 5).

b) Rada konverguje absolutné v uzavieném in-

U (5, +00).

c) s2(4) = 1— 15+ 555, [s(4) —s2(4)| < ' &
1
1000 *

tervalu [1, 5], diverguje na (—oo, 1)

2.3 Tayloruv rozvoj funkce

Piiklad 2.3.1.

Urcete prvni ¢tyfi nenulové ¢leny rozvoje
funkce g(x) = ﬁ do Taylorovy fady se stie-
dem v bodé 0. Stanovte interval konvergence

této rady.

Navod. Napiste —I = % 1j :

= a uzijte vzorec pro
2
soucet geometrické rady.

Vysledek.

1 j—

LNE SRS VPSS SO
= — —x - —x
2-2z 2 4778 16 ’

rel=(-22).

_l’_

Priklad 2.3.2.

Vypoctéte koeficienty ¢ =
0,1,2, Taylorovy fady funkce

flz)=V1+z

v bodé xg = 0 a zapiste prvni tii nenulové ¢leny

f(k) (20)
Kl K

Taylorova rozvoje této funkce v bodé 0.

1 1

Vysledek. co=1,c1 =3, 2= —g,

1 1
\/31+x:1+§33—§x2+---

Poznémka. Rada konverguje pro x € [—1, 1].

Piiklad 2.3.3.
a) Napiste Taylorovu fadu funkce et se
stfedem v bodé 0.

b) Vypoctéte primitivni funkci [ e dt k

g2 L. (s .
funkci e™*" pomoci integrovani ¢len po ¢lenu.

c) Vypoctéte fol e~ dt s presnosti na 2 dese-
tinna mista, tj. s chybou mensi nez nebo rovnou

5-1073.
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Navod. Viz Piiklad 2.2.1 c).

Vysledky. a) Pouzijeme zndmy rozvoj funkce

e,

2
_1+x+—+—+

5 Zk',xeR

kde dosadime z = —¢t2.

b) Integraci ¢len po ¢lenu dostaneme

T 3 5
—¢2 X x
dt: _— et e e —
/Oe x 1"34—2"5

e 2k+1
kZ:O m z € R.
c)
/1ex2dx: 1—Fi—i—k =
0 3710 42
> 1
=20y (2k+ 1)

fada spliiuje predpoklady Leibnizova kritéria a
odtud

1
.2
/emd;v—sn
0

pokud n > 3. Soucet s3 = 1 —

1 )

< <
(n+1)!'(2n+3) — 1000

1

1 _
3tio -2 =
= 0.743 dava vysledek pfesné na 2 dese-

105
tinnd mista.

2.4 Aproximace reSeni linearnich di-
ferencialnich rovnic 2. fadu s ne-
konstantnimi koeficienty

Priklad 2.4.1.
a) Urcete prvni ¢tyfi nenulové ¢leny roz-

1
voje funkce g(x) =
j 9(z) = { g
se stifedem v bodé 0. Ndvod. Pouzijte vzorec pro

soucet geometrické rady.

b) Ukazte, ze Cauchyova tloha (pro funkci z —

y(z))

y' +ay = y(0) =1, y'(0) = -2,

1+ 22’
ma pravé jedno maximalni feSeni a urcete inter-
val J tohoto feseni. Ukazte, Ze existuje Teseni

tlohy ve tvaru souctu mocninné rady se stie-
dem v bodé 0 a urcete interval konvergence I

této rady.
c) ResSeni tlohy aproximujte polynomem
4. stupné.
Vysledky. a)
1 2., .4 _ 6
T2 l—2*+2"—2°+---, I=(-1,1).

b) Spojitost koeficientu a pravé strany g na in-
tervalu J =R, 0 € J.

c)
y:CO+C11‘+CQIE2—|—03£L'3—|—C4x4_|_...’
zel,

":202+603x+1204x2—|—-~, x el

xy:cozzr—i-cle—F-", zel,
1 2 _|_1 2 + 1 4

~ — 22 —T IE —X

Y 27 76" T 12

Priklad 2.4.2.

a) Urcete prvni ¢tyfi nenulové ¢leny roz-
voje funkce g(x) = arctgz do Taylorovy fady
se stfedem v bodé 0.

Navod. Pomoci vzorce pro souéet geometrické rady

uréete rozvoj funkce ¢'(x) = sz a pak integrujte

1+
¢len po ¢lenu.

b) Ukazte, ze Cauchyova tloha (pro funkci z —

y(x))

L y" +ay=arctgz, y(0)=1, y(0)=1,

2.

y" + xy' + 2y = arctg z,
1
y(O) =0, y’(O) = 3
ma praveé jedno maximalni feseni a urcete inter-
val J tohoto feseni. Ukazte, Ze existuje reseni
tlohy ve tvaru souctu mocninné rady se stie-
dem v bodé 0 a urcete interval konvergence I
této rady.

c) Reseni tlohy aproximujte polynomem
4. stupné€, resp. 5. stupné.
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Vysledky. a)

1 k_ 2k
222(_1) re =
14z P
:1—x2+x4—x6—|—-~,

¢ / L 4
arc xr = €Tr =
& 1+ 22

—/(1—m2+x4—x6+--')daf—
:/i(l)k:czkdx:
k=0
- (—1)fz? de =
>/

et k$2k+1
= —]_ =
YRR

3 5 7
T T xT
S e R RERR

integracni konstanta C' se ur¢i dosazenim z =
0, tedy C' = 0.

Alternativné:

x 1 xr O©
tgr = | ——=dt = —DFek at =
arctg x /0 e /0 Z( )

_ o0 /$(_1)kt2k i e} (_1)k $2k+1 .
D 0 2 2k + 1
k=0 k=0

Poznamka. Rozvoj plati nejenom pro z € (-1, 1),
ale i pro z € [-1, 1].

b) Spojitost koeficientii a pravé strany na in-
tervalu J = R.

c) 1.

y=coteirtcaa? tezad fegat 4o
x €l

ry=cpr+czi+---, zel,

Y = 2¢9 + 63z + 12¢422 + -+, xel,

1
~1 — a2t
Y +x 123:

yZCo+cl:p+02x2+63m3+C4x4+
+osa’ 4,

zy =c1z+ 22> +3csad 4+ -+,

xel,

zel,
y" = 2¢co + 6c3x + 12(;4:52 + 2005563 +--,
rel,
11
Yy 3% 50%
Piiklad 2.4.3.
a) Urcete prvni ¢tyfi nenulové ¢leny roz-
voje funkce g(z) = In(1+x) do Taylorovy fady
se stfedem v bodé 0.

Navod. Pomoci vzorce pro soucet geometrické rady

uréete rozvoj funkce ¢'(x) = H% a pak integrujte

¢len po ¢lenu.

b) Ukazte, ze Cauchyova tloha (pro funkci x —

y(x)):

{ v +yln(l+2z) =z +€",

y(0) = -1, y'(0) = -1,
ma prave jedno maximalni feSeni a urcete inter-
val J tohoto feseni. Ukazte, ze existuje feseni
ulohy ve tvaru sou¢tu mocninné fady se stie-
dem v bodé 0 a urcete interval konvergence [
této rady.

c) Reseni tlohy aproximujte polynomem
4. stupné.

Vysledky. a)

1
71+m:1—x—|—x2—333+---,
x € (—1,1),
Todt 2 3 gt

n(l+z)= [ -2 =
alte)= | =ty g

b) Spojitost koeficientu a pravé strany na in-
tervalu J = (—1, 00), 0 € J.
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y = co+ c1x + cax® + e3P+

gzt o zel=(-1,1),
yln(1+x):cox+(01—%0):v2+---,mEI,
72
x—i—ex:l—i-Q:(:—&—?—i----, x € R,
1 1 1
~—1l-z+ -2+ 2%+ —at
Y x+2x +2£U —i—lzm

Priiklad 2.4.4.
a) Urcete prvni ¢étyfi nenulové ¢leny roz-
voje funkce g(x) = p%x

stfedem v bodé 0. Stanovte interval konver-

do Taylorovy rady se

gence této rady.

Navod. Utzijte vzorec pro soucet geometrické fady.

b) Ukazte, ze Cauchyova tloha (pro funkci z —
y(x)):
1

y// + 2 y = :
y(0) =1, y'(0)

ma praveé jedno maximalni feSeni a urcete inter-

I+

T
0,

val J tohoto Teseni. Ukazte, Ze existuje feseni
ulohy ve tvaru souctu mocninné rfady se stie-
dem v bodé 0 a urcete interval konvergence [
této fady.

c) Reseni tlohy aproximujte polynomem
5. stupné.
Vysledky. a)

1
1+x

=l—a+a?—a3+.., zcl=(-1,1).

b) Spojitost koeficientu a pravé strany na in-
tervalu J = (—1,400), 0 € J.
c)

Yy=co+car+ cox® + 3> + cqxt+

+C5x5+~-, zel,
y”:202+603x+1204x2+2065x3+---,
rzel,

xzy:con—l—cla:S—i—‘--, x el

~ Lo 13 1 4
y~1—|—§x —5% "%
Priklad 2.4.5.

a) Urcete prvni ¢tyfi nenulové ¢leny roz-
voje funkce g(x) = ﬁ do Taylorovy rady se
stfedem v bodé 0. Stanovte interval konver-
gence této rady.

Navod. Napiste ﬁ = % 1}
soucet geometrické fady.

a uzijte vzorec pro

[N

b) Ukazte, ze Cauchyova tloha (pro funkci z

y(z)):

ma praveé jedno maximalni feseni a urcete inter-
val J tohoto feseni. Ukazte, Ze existuje feseni
tlohy ve tvaru souctu mocninné rady se stie-
dem v bodé 0 a urcete interval konvergence [
této rady.

c) Reseni tlohy aproximujte polynomem
5. stupné.

Vysledky. a)

RN SIS SRS UPRN SO
o_z 2 277T8" T16” :
rel=(-22).

b) Spojitost koeficientu a pravé strany g na
intervalu J = (—00,2), 0 € J.

c)

y = co + 1@ + coa® + ez 4 caxt+
oz’ -
y" = 2¢o + 6c3x + 12043;2 + 2065303 +-,

xel,

rel,
my:c0x+c1x2+02w3+~-, zel.
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3 Rovnice 1. fadu
3.1 Véta o existenci a jednoznacnosti

Priklad 3.1.1.

Urcete a graficky znazornéte oblasti v ro-
viné, v nichz jsou splnény postacujici podminky
existence a jednoznacnosti maximéalniho feseni
Cauchyovy tlohy pro nasledujici rovnice:

1 @_w(y2+2)'

“dr oy(z2—1)
dy 2y

2. —4 —— = 2.
dw+x(x+2) v

z(y>+2)
y(z?-1)
Of _ a?-2)

® a jeji parcialni derivace 3y~ R0

Vysledky. 1. e Funkce f = f(z,y) =

jsou

spojité v oblastech

eER?|z>1,y >0},

G1 = {[z,y]

Go={[z,y] €eR? |z > 1, y < 0},

Gz ={[z,y] e R? |z € (—1,1), y > 0},
Gy={[z,y) eR?* |z € (~1,1), y < 0},
Gs ={[z,y] eR? |z < —1, y > 0},
Ge = {[z,y] eR?* |z < —1, y < 0}.

Alternativné zapsédno pomoci kartézského soucinu

mnozin
G1 = (1,400) x (0, +00),
Go = (1,400) x (—00,0),
G3 = (—1,1) x (0, +0c0),
Gy =(—1,1) x (—00,0),
G5 = (=00, —1) x (0, +00),
Ge = (—00,—1) x (—00,0)

2. Rovnice je linearni, a proto oblasti, v niz
jsou splnény postacujici podminky existence a
jednoznacnosti maximéalniho feseni Cauchyovy
tlohy je kazda oblast J x R C R?, kde J je
spole¢ny interval spojitosti koeficientu a pravé
strany. Tedy

Gl :{[ﬂf,y] €R2 | T < 723 yER}v
Gy = {[z,y] e R* |z € (=2,0), y € R},
Gs = {[z,y) e R? |2 >0, y € R}.

Navic, maximélni feSeni je definovano na kaz-
dém spoleéném intervalu spojitosti koeficientu
a pravé strany.

Priiklad 3.1.2.

Cauchyova tloha

dy _y Y
= =4 = —-2)= -1,
2= v(=2)

ma maximalni feSeni y = —1 definované pro

r € (—o0, 0). Existuji jinda maximalni feSeni
této Cauchyovy tlohy? V kladném ptipadé, na-
jdéte alespon jedno, v opacném pripadé zdu-
vodnéte odpovéd.

Vysledek. Oblast G = {[z,y] € R? | z <
0, y € R} je oblasti, v niz jsou splnény pod-
minky existence a jednoznacnosti maximéalniho
feSeni Cauchyovy ulohy. Jind maximalni feSeni
tedy neexistuji.

3.2 Metoda separace proménnych

Priklad 3.2.1.

[B.] a)

{[z,y] € R? | y > 0} jsou splnény postacujici

Dokazte, ze v poloroviné G4 =

podminky existence a jednoznac¢nosti maximal-
niho feseni Cauchyovy tlohy

d 32
dx 2y

b) Spoc¢téte maximalni Feseni uvedené tulohy
véetné intervalu.

Vysledek. a) Funkce f = f(x,y) = Sy
jeji parcialni derivace g—i = —% jsou spojité
v oblastech G, = {[z,y] € R? | y > 0}, G_ =
{[z,y] € R? | y < 0} a bod [0, 1] nalezi oblasti

G,

2
3:va

b) Obecné feseni rovnice v G4, resp. G_:

y=+Va3+C, ze(—VC, +).

Cauchyova tloha:

y=Va’+1,

z € (—1, +00).
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Priklad 3.2.2.

Najdéte maximalni feseni nasledujicich
Cauchyovych tloh. Urcete interval, v némz je

maximalni feSeni definovano.

dy
1. -2 =2 0)=1
2 =Y y(0) = 1;
dy 9
2. =2 =1 0)=0
dl’ +y7 y() )
dy
C == =2z(1+4y? = 0;
3. z(14+y%), y(0)=0;
LY _haate), 0
" dx ’
5. Y _om (y>0), y0)
ST N , Y
dy
6. — = ¢° 0)=1
0e =Y y(0) =1;
dy 3
.2 = =1
7. Ty =0, y(0) = 1;
Vysledky.
Loy= - 2e (=00, 1)
Y= :c—l’x oo, 1);
mw T

2. y=tgx,r € (—5,5);

3. y=tgaz?, z € (—\/Z, \/Z),

4. y=tgz+%), ~IT<a+L <I,

(tedy 2 € (-1 = VI+ 7, =1+ VI+7));

5. y=(z+1)% z € (-1, +00);

6. y= ! € ( 1/2);

- Y= 1—2$’$ o0, I

7 ! € (—=1/2,+00)

. = x — x0).
Y 1+ 22’ )

3.3 Linearni rovnice

Priklad 3.3.1.

Najdéte obecné feseni rovnice

d
1. el + 3y = 3e%
dx

dy 3

2. =2 — —y=+a3 ;
Ty g Y= Vah (@>0);
dy 2
A = 1)2 -1).
a1V (z+1)% (z#-1)
Vysledky.

1. y= %e?”f—i—Ce_Sz, r € R;

2. y=(x+C)Va3, x> 0;

3. y=(z+C)(x+1)%, 2 > —1 nebo x < —1.

Priklad 3.3.2.

Najdéte maximéalni reseni nasledujicich
Cauchyovych tloh. Urcete interval, na némz

jsou maximalni feseni defino

vana.

1 ’—;——x, y(1) = 10;
2y 4

2. y'—;:ﬁ y(1) =9;

3. 22y —y =322, y(1) = 0;
Y

4. y/_%:\/iv y(l):?))

5. 9y +y tgr = sin 2z,

Vysledky:.

l.y=—-2>+02% C =11

y(2m) =1

, x> 0;

4 31
2. y=——+C2?, C==, z>0;
3x 3

3. y=2+Cyz,C=—1,2 > 0;

4. y=(z+C)\z,C =2,

x> 0;

5. y=—2cos’x + C cosz, C = 3,

6(31 51)
EANCRECWA
6.y:$_3ln($+3)+0

x € (-3,0).
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3.4 Bernoulliova rovnice

Priklad 3.4.1.
Vypoctéte maximalni feSeni Cauchyovy
ulohy (nezapomente uvést jeho interval)

dy y v

_ —92) = —9.
i y(=2)

Vysledek. Rovnice se separovatelnymi pro-

ménnymi nebo Bernoulliova rovnice: y = ux,
du 2

dr = U

y=-1+—-, z€(-00, —1).
T

3.5 Exaktni rovnice

Priiklad 3.5.1.
Vypoctéte obecny integral rovnice

(=bz+y)dr+(x—y+4)dy=0.

Urcete integralni kiivku prochézejici bodem

[a)] My =[0,2] a [b)] Mz =[1,5].

Vysledek. Pro funkce M = —bx+ya N =x —
y+4 plati N, = M, vSude v roviné (jednoduse
souvislé oblasti) R2. Rovnice je tedy exaktni a
jejl obecny integrél je
5 1
—5302 +zy — §y2 +4y=C, (CeR).

Pro C = 6 integralni k¥ivka prochézi bodem
M, bod M> je singularni bod rovnice.

Piiklad 3.5.2.
Urcete oblasti v roviné, v nichz je dana
rovnice exaktni a vypoctéte obecny integral:

(_

5— tcosby) dz+ (=5 sin by +2y) dy = 0.
cos?

Vysledek. Pasy Gy =

= {[z,y] eR? |z € (—gwm, g+zm), y € R}, 5.

k je celé Cislo,

jsou jednoduse souvislé oblasti a plati na nich
Ny = My, kde M = ——L— + cos5y a N =

—5z sin by + 2y. Rovnice je tedy exaktni a jeji
obecny integral je

—tgx+xzcosby+y?=C, (C€ER).

4 Linearni rovnice 2. fradu

s konstantnimi koeficienty
4.1 Metoda odhadu

Priklad 4.1.1.
B Je dana linearni diferencidlni rovnice dru-
hého tadu (pro funkci t — y(t)):

i — 2y = 8e 2.
a) Urcéete fundamentalni systém feSeni piislus-

né homogenni rovnice §j — 2y = 0 a zapiste jeji
obecné feseni.

b) Metodou odhadu uréete partikularni feseni
dané nehomogenni rovnice a zapiste jeji obecné
feSeni.

c) Urcete maximalni feseni Cauchyovy ulohy
pro poc¢atecni podminky y(0) = 1, y(0) = —2.

Nezapomente uvést interval maximéalniho feseni.
Vysledky. Obecné feseni:
y=0C1+Che® +e7% teR, (C1, Cy €R),
Cauchyova tloha:
Ci=0, Cy=0, tj. y = e 2.

Priklad 4.1.2.
Totéz pro nésledujici Cauchyovy tlohy:

L §—9y=5e*, y(0)=-2,9(0) =1
2. §— 29— 3y =5e2, y(0) =2, y(0) = —3;
3. 4+ 2y — 3y = e,

4. j—y=e€*, y(0)=0,y0) =1

6. y—y=t+2,
Vysledky.
1. Obecné fefeni: y = Cre 3 4 Coe3t — €%,

teR, (Cl, Cy € R)7
Cauchyova tloha: Ch =0, Cy = —1;
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2. Obecné fefeni: y = Cre™t + Coedt + 72, 1. §+9y=6cos3t, y(0)=0,y(0)=1;
tGR, (Cl, CQ GR), ) 5 L. )
Cauchyova tloha: Ch =1, Cy = 0; 2. =9y =e", y(0) =35, 90) =3;

3. Obecné feseni: y = Ciel + Coe 3t + %63t, 3. j+4y+4y=2¢"%, y(0)=0,y(0)=0.
t e R, (Cl, Cs € R),
Cauchyova tloha: C; =0, C = %; Vysledky:.

4. Obecné feseni: y = Cre! + Coe™! + ée%,
t € R, (Cl, Cs € R),
Cauchyova tloha: C7 =0, Cy = —%.

1. Obecné feseni: y = Cy cos 3t + Cy sin 3t +
tsin3t, t € R, (C1, Cy € R),
Cauchyova tloha: Ch =0, Cy = 1.

5. Obecné feSeni: y = Cicost + Cysint —
%COSQt, teR, (Cq, Cs € R),
Cauchyova tloha: Cq = %, Cy =1.

2. Obecné fefent: y = (3t + C1) €3 + Coe ™,
teR, (C1, Cy € R),
Cauchyova tloha: C = é, Cy =0.
6. Obecné feSeni: y = Cre! + Coe™! —t — 2,
teR, (C1, Cy € R).
Cauchyova tloha: C = g, Cy =

3. Obecné feseni: y = (Cy + Cot + t2) e 2,
3 teR, (Cl, Cy ER),
2 Cauchyova tloha: C; = Cs = 0.

4.2 Metoda odhadu - modifikace Piiklad 4.2.3.

Priklad 4.2.1. Vypoctéte maximalni feseni nasledujicich
B Je d4na linearni diferencialni rovnice dru- Cauchyovych tloh:
hého tadu (pro funkci t — y(t)):
L g-2y=te? y(0)=0,y(0)=0;
J—2y=4t+2.
2. j-2j=t+e?,  y(0)=0,5(0)=0.

a)’ Urcete fun/damel‘ltéh.l-i sysfcém FeSeni Rfisl}lé'—, 3. jdy — et +4cos2t, y(0) = % L §(0) = 0.
né homogenni rovnice §j — 2y = 0 a zapiste jeji

obecné Teseni.
Vysledky.

b) Metodou odhadu uréete partikularni feseni
dané nehomogenni rovnice a zapiste jeji obecné 1. Partikulérni feSeni hleddme ve tvaru:
TeSeni.

o VR , yP:(Aﬂf—i-Ao)e_Qt.
c) Uréete maximalni feSeni Cauchyovy ulohy
pro po¢atecni podminky y(0) = 1, §(0) = —2. Obecné feseni: y = (Lt +2)e 2 +Cre? +
Nezapomerite uvést interval maximalniho reSeni. Co, t €R, (C1, Cy € R),

; . - 1 — L.
Vysledky. Obecné Fesent: Cauchyova tloha: C = 55, C2 = —5;
y=C1+Coe® — 122t t R, (C1, Cy € R) 2. Partikularni reSeni hleddme ve tvaru yp =
— V1 2 - - ) 3 1, 2 ,
yp, T Ypy, kde

Cauchyova tloha: ot
yp, =1 (Alt + Ao), Ypy, = Ae ™,

Ci=1,Cy=0, tj. y=1—2t—t%

Obecné feSeni: y = —%t — itQ + %e*% +
Priklad 4.2.2. Cie?t + Cy, t € R, (C1, Cy € R),
Totéz pro nasledujici Cauchyovy tlohy: Cauchyova tloha: Oy = 1, Gy = —3.
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3. Partikulérni feseni hleddme ve tvaru yp =
yp, +yp,, kde
yp, = Ape",
yp, =t (Acos2t+ Bsin2t).
Obecné feSeni: y = é e~ + tsin 2t+
Cycos2t + Cysin2t, t € R, (C1, Cy € R),
Cauchyova tloha: C7 =0, Cy = %0'

5 Linearni soustavy
5.1 FS - ovérfeni

Priklad 5.1.1.
Je déna linedrni homogenni soustava s
nekonstantnimi koeficienty

. 1
xr= —XIr —

: Y,
. 1 2
y:ﬁﬂﬁLzy-

a) ZapiSte matici soustavy a pomoci ni zapiste
soustavu ve vektorovém tvaru pro funkci

tes X(1) = <z>

b) Dokazte, ze dvojice funkei

X1 t2 X2 — —t?Int
o\t - \t(1+1nt)

tvori fundamentalni systém feSeni soustavy na
intervalu J = (0, +00). Zapiste obecné Feseni

soustavy na intervalu J.

¢) Najdéte maximalni feSeni Cauchyovy tlohy
pro pocatecni podminku

X(1) = (;) |

Nezapomente uvést interval maximéalniho Feseni.
Vysledky. a)

. -1
t

@M —_ | =

b) Funkce X! a X? tvoii fundamentalni systém
feSeni na intervalu J = (0, +00), nebot

1. X! a X? jsou fefeni na intervalu .J;

2. Wronskian

2 —t2Int

W =1_, t(1+Int)

=240

prot e J.

Obecné feseni:

X201X1+02X2, teJ, (C1, Cy € Rlib.),

nebo, v souradnicich,

z=C1t? — Cyt’Int,
Yy = _Clt+02t(1 +lnt).

c¢) Cauchyova tloha: C; =1, Cy = 3,

Priklad 5.1.2.

Je dana linearni diferencialni rovnice (dru-
hého tadu s nekonstantnimi koeficienty pro
funkei t — x(t)):

Lo 2. 4
T——-2——5x=0.

() t 2

a) Prevedte rovnici na soustavu druhého fadu
(pro funkce t — x(t) a t — &(t)).

b) Dokazte, ze dvojice funkei

1 t4 2 %
xt=( ., x*={ 1
4t —L

tvori fundamentalni systém feseni vzniklé sou-
stavy na intervalu J; = (—o0, 0) a na intervalu
Jo = (0, +00). Zapiste obecné FeSeni soustavy
na intervalu Ji, resp. Jo.

c) Najdéte maximalni feSeni Cauchyovy tlohy
dané rovnici (R) a po¢ate¢nimi podminkami

Nezapomente uvést interval maximéalniho feseni.
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Vysledky. a)

2
T+ —y.

b) Funkce X! a X? tvoii fundamentélni systém
FeSeni na intervalu J; (i = 1,2), nebot

1. X! a X? jsou feeni na intervalu .J;;

2. Wronskian
t4 1

t

a3 —%

W(t) = = —5t2 #0prot #0.

Obecné feseni:

X201X1+02X2, teJ;, (Cl,CQER).

c) Cauchyova tloha pro soustavu (poc¢ateéni
=9): C; = 2,

—1, t € Jy. Prvni soufadnice je feSenim

podminky jsou z(1) = 1, y(1)
Cy =
Cauchyovy ulohy pro rovnici (R):

1
$:2t4—g, tEJQ

6 Linearni soustavy s kons-
tantnimi koeficienty

6.1 FS - nalezeni (Eulerova metoda),
typ bodu rovnovahy (BR)

Priklad 6.1.1.
a) Urcete vSechna p € R, pro néz linedrni

homogenni soustava

x= (1 P)x
5 1

maé izolovany bod rovnovahy. Stanovte typ izo-
lovaného bodu rovnovahy v zavislosti na para-
metru p.

b) Pro p = 3 uréete fundamentalni systém
feSeni dané soustavy (Eulerovou metodou), za-
piste obecné feSeni dané soustavy a urcete ma-
ximalni feSeni Cauchyovy tulohy s pocateéni
podminkou

Nezapomente uvést interval maximalniho feseni.

c) Pro p = 3 zapiste rovnice pfimek, na ni-
chz lezi polopfimkové fazové trajektorie (po-
kud existuji) a graficky je znazornéte ve fazové
roviné (véetné orientace). Graficky znézornéte
fazovou trajektorii maximalniho feseni Cau-
chyovy tulohy. Pokud je trajektorie uzaviena
kiivka, najdéte primitivni (nejmensi kladnou)
periodu Feseni.

Navod. Reédlné vlastni ¢islo = realny vlastni vek-

tor a kazdy realny vlastni vektor = smérovy vektor
primky, na niz lezi poloptimkové trajektorie.

Vysledky. a) BR [0, 0] je jediny (a tedy izolo-

vany) pravé tehdy, kdyz determinant det A ma-
tice soustavy je nenulovy: det A = —1—5p # 0,
tj. p # —é. Jestlize det A < 0, tj. p > ——, BR
je typu sedlo (det A je roven soucinu vlastnich
Gisel, takze v pripadé det A < 0 jsou vlastni
¢isla nutné redlna rtznych znamének). Jestlize

1
det A > 0, tj. p < — pak vlastni ¢isla jsou
A12 = +ivdet A a BR je typu stied.

b) Prop=3:

/\1——4,V1—<1>, )\2—4,V2—<3>.
~1 5

Fundamentalni systém feseni (na R):

(1) -

Obecné reseni:
1 _ 3
X =0 (_1> e 4 + Cy (5) 64t,
(

Cauchyova tloha:

_674t
Ci=-1,Cy=0, tj. X = 4t teR.
€

¢) Polopfimkové fazové trajektorie na pifim-
kach o smérovych Vektorech V1a V2 tj. na
—z,y = Sz, BR0, 0] typu sedlo,
fazové trajektorie maxnnalmho feSeni Cauchy-

primkéch y =

ovy ulohy je polopfimka y = —z, z < 0, orien-
tovana smérem do pocatku.
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Piiklad 6.1.2.
a) Urcete vSechna p € R, pro néz linearni
homogenni soustava

X:(O _5>X
p 0

maé izolovany bod rovnovahy. Stanovte typ izo-
lovaného bodu rovnovéhy v zavislosti na para-
metru p € R.

b) Pro p = 5 uréete pomoci Eulerovy metody

obecné feseni.

¢) Pro p =5 urcete maximalni feSeni Cauchy-
ovy ulohy s pocatecni podminkou

()

a graficky znazornéte jeho trajektorii (véetné
orientace). V pfipadé, ze trajektorie je uza-
viend kiivka, najdéte primitivni (nejmensi
kladnou) periodu feseni.

Vysledky. a) det A = bp, p # 0 — izolovany
BR [0, 0], p <0 —sedlo, p> 0 — stfed.

()

Realny fundamentalni systém feSeni (na R):

b) Prop=>5:

Mg =%5i, V(=V!)=

c?s 5t ’ sin 5t _ teR
sin bt —cos bt

Obecné fesenti:

cos bt sin bt
X=C C!
! (sin 5t> T2 (— cos 5t> ’

teR, (Cy,C2€eR).

c¢) Cauchyova tloha: C; = 1, Cy = 0. Fazova
trajektorie je jednotkova kruznice se stfedem
v pocatku, kladné orientovand, nebot 7i; g =
(0, 5)T. Vsechna (nenulovd) Feseni jsou perio-
dicka s primitivni periodou 27 /5.

Priiklad 6.1.3.
Je dana linedrni homogenni soustava

r=x+y, y=4x—2y.

a) ZapiSte matici soustavy a spoctéte jeji
vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory.

b) Urcete fundamentalni systém feseni dané
soustavy (Eulerovou metodou) a zapiSte jeji
obecné feSeni. Urcete maximéalni feSeni Cau-
chyovy tlohy pro pocatecni podminku

y(0) =5.

Nezapomente uvést interval maximéalniho feseni.

z(0) =0,

c) Ukazte, Ze soustava ma praveé jeden bod rov-
novahy a urcete jeho typ. Zapiste rovnice pri-
mek, na nichz lezi polopfimkové fazové trajek-
torie (pokud existuji). Graficky zndzornéte ve
fazové roviné poloprimkové fazové trajektorie a
fazovou trajektorii maximalniho feSeni (véetné
orientace).

Vysledky. a)

1 1
M =2, V= . A=-3 V2= .
1 —4

b) Fundamentélni systém feSeni (na R):

1 1
X! = <1> et X% = ( 4) e 3t teR.

Obecné fesenti:

1 1
vea () (1)
teR, (Cl, C, e R).

Cauchyova tloha:

2t

] e 76—3t
Ci=-0Cy=1, tj. X = 2 4 gt | teR.

c) BR [0, 0] je jediny (a tedy izolovany), ne-
bot determinant det A matice soustavy je nenu-
lovy. BR [0, 0] je typu sedlo, nebot det A < 0
(vlastni ¢isla jsou redlnd rtznych znamének,
det A = A1 )\2). Polopiimkové fazové trajektorie
na piimkach y = z, y = —4x, 7o 5 || (1, =2)7.
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Priklad 6.1.4.
Je dana linedrni homogenni soustava

: ~1 -1
X = X.
5 1
a) Urcete (redlny) fundamentalni systém reseni
dané soustavy a zapiste jeji obecné reseni.

b) Urcete maximalni feSeni Cauchyovy tlohy
pii po¢ateéni podmince X (0) = (-1, 1)7T.

c) Ovéfte, Ze soustava ma jediny bod rovno-
vahy a urcete jeho typ. Graficky znazornéte ve
fazové roviné fazovou trajektorii maximalniho
feSeni (vCetné orientace). Pokud je trajektorie
uzaviend kiivka, najdéte primitivni (nejmensi
kladnou) periodu feseni.

Vysledky. a)

1
Ao =42 V= .
1,2 b (1 + 2¢>

Reélny fundamentélni systém Feseni (na R):

—cos 2t — sin 2t
. , . ,teR.
cos 2t — 2sin 2t 2 cos 2t + sin 2t

Obecné feseni:

—(C cos2t — Cysin 2t

X =
((01 + 2C%) cos 2t + (—2C + Cq) sin 2t

t e R, (Cl,CQ ER).

Cauchyova tloha: C1 =1, Cs = 0, tj.

X = —cos 2t  teR.
cos 2t — 2sin 2t

c) BR [0, 0] je jediny (a tedy izolovany), ne-
bot determinant matice soustavy je nenulovy.
BR [0,0] typu stfed, nebot vlastni éisla jsou
ryze imaginarni (A2 = =£2i). Trajektorie je
elipsa se stfedem v pocatku, kladné oriento-
vana, nebot 7{_; 1 = (0, —4)T. Primitivni pe-
rioda vsech nenulovych feSeni je 7.

)

Priklad 6.1.5.
Je dana line4drni homogenni soustava

X:< >X.

a) Spoctéte vlastni ¢isla a prislusné vlastni

= DN
[N R NI

vektory matice dané soustavy.

b) Uréete fundamentédlni systém feseni dané
soustavy (Eulerovou metodou) a zapiste jeji
obecné Teseni.

c¢) Ukazte, ze soustava ma pravé jeden bod
rovnovahy a urcete jeho typ. Zapiste rovnice
primek, na nichz lezi polopfimkové fazové tra-
jektorie (pokud existuji).

Vysledky. a)

A =

b) Fundamentalni systém feseni (na R):

X! = G) e3t Xx?= ( 11> e3t, t e R.

Obecné reSeni:

1 5 1
X =0 <1> e2! 4 Cy ( 1> e%t’

t e R, (01, Csy € R).

c) Polopfimkové fazové trajektorie na pifim-
kich y = z, y = —z. Bod rovnovahy [0, 0] je
jediny (a tedy izolovany), nebot matice sou-
stavy mé nenulovy determinant, BR je typu
(bikriticky) uzel, nebot vlastni éisla jsou redlna
rizna stejného znaménka.

Priklad 6.1.6.

Urcete vSechny hodnoty parametru p €
R, pro néz ma linedrni homogenni soustava
s konstantnimi koeficienty

X = <_3 _1> X
P 1
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izolovany bod rovnovahy. Diskutujte zavislost
typu bodu rovnovahy na parametru p. Najdéte
obecné feseni pro p = 5.

Vysledky. det A = —3 4+ p # 0 - izolovany
bod rovnovahy, p = 3 nekoneéné mnoho bodi
rovnovahy, lezi na pfimce y = —3z.

p < 3 sedlo (nebof det A < 0), diskriminant

D:4<4—p), ALQ = -1xx/4—-p =
p € (3, 4) (bikriticky) uzel, p = 4 monokriticky
uzel, p > 4 ohnisko.

Pro p=5:

—1
Mo=—1413, V= .
1,2 (2 <2+i>

Reélny fundamentélni systém feseni (na R):

- —cost 4 —sint
& € )
2cost —sint |’ cost+ 2sint

teR

Obecné feSeni: X = <w>’
Yy

x=e '(—Cjcost — Cysint),
y = e '[(2C1 + Cy) cost + (—C1 + 2Cs) sint],
t e R, (Cl, Csy € R).

Bod rovnovéahy je typu ohnisko, trajektorie jsou
spiraly, které se na néj navijeji (nebot A2 =
-1<0).

6.2 Nehomogenni soustavy

Piiklad 6.2.1.
Je dana lineadrni nehomogenni soustava

()

s pocatecni podminkou
0
NE

a) Eulerovou metodou urcete obecné feSeni

X(0) =

X prislusné homogenni soustavy.

b) Najdéte bod rovnovéhy a stanovte jeho typ.
Urcete obecné feseni dané soustavy.

Navod. Vyuzijte toho, Ze soustava je autonomni a

za partikularni feSeni volte bod rovnovahy, tj. Xp =
XE,

c¢) Uréete maximalni feSeni Cauchyovy ulohy.

Vysledky. a)
1 1
XH = Cl <_3> 6_% + 02 <1> 62t,
teR, (Cl, Cy e R).
b) Bod rovnovéhy

x=(5).

typu sedlo. Obecné Feseni:

X =Xy+ X"

c¢) Cauchyova tloha: C; = —Coy = —

N

Piiklad 6.2.2.
Urcete maximalni feSeni Cauchyovy tlohy

pro linearni nehomogenni soustavu
T = -y + t27
y =4dx+t4+4,

s pocatecnimi podminkami

Navod. Uzijte elimina¢ni metodu: prvni rovnici sou-
stavy zderivujte a za ¢ dosadte z druhé rovnice.

Vysledek. Obecné feSeni rovnice & +4x =t —4:

x = (4 cos2t + Cysin 2t + % -1,
teR, (Cq, Cy € R).
Nasledné, z prvni rovnice soustavy:
y=—x+ 2 =
= 20 sin 2t — 2C5 cos 2t + % — 1,

4
Cauchyova tloha: Ch =1, Cy = 0.

teR.
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7 Autonomni nelinearni sou-
stavy
7.1 Existence, jednoznacnost

Priklad 7.1.1.
B Je dana nelinearni autonomni soustava

T =+vVaZ—-1+zlny,
1
+ Yy —-1+1.

r—1

y =

a) ZapiSte postacujici podminky existence a
jednoznac¢nosti maximéalniho feseni Cauchyovy
ulohy pro danou soustavu.

b) Zapiste vechny oblasti (v R?), v nichz jsou
tyto podminky splnény.

c) Ve fazové roviné znazornéte a zapiste ob-
lasti, jejichZ body prochdazi pravé jedna fazova
trajektorie.

Vysledky.

a) Ozna¢me pravé strany soustavy P = vx? — 1+
zlny a Q = ﬁ + {/y? — 1+ 1. Spoleénym defi-
niénim oborem funkci P a @ jsou dvé disjunktni
¢asti poloroviny y > 0, a to mnozina { [z,y] € R? |
z>1y>0}U{[z,y eR* |z < -1,y >0}
Postacujici podminkou existence a jednoznacnosti
maximalniho feseni Cauchyovy ulohy je spojitost
jejich parcidlnich derivaci na oblasti. Parcialni de-
rivace sestavené do Jacobiovy matice

oP 9P

7 9PQ) | ox oy | _
A(z,y) 2Q 9Q
oxr Oy

I z

2 —1 Y Y

- ~1 2y

(z —1) 3V (y* — 1)

jsou spojité pro z2 > 1,y # £1,y > 0, tj. ve &tyFech
oblastech

H ={[z,y] eR?* | 2>1,y>1},
Hy={[z,y) eR* | 2>1,0<y<1},
Hy={[r,y) eR* | < —1,y > 1},
Hy={[z,y]eR* | 2<-1,0<y<1}.

(Obecné platnym dtisledkem je i spojitost samot-
nych funkci P a Q na H;; v tomto ptikladu je stejné
ziejma.)

b) Oblasti, v nichz jsou splnény podminky exis-
tence a jednoznac¢nosti maximalniho feseni Cauchy-
ovy ulohy, jsou:

Gi={[t,z,y] eR® |t R, [x,9] € H; },
i=1,2,3,4.

c¢) Oblasti, jejichz body prochézi pravé jedna tra-
jektorie, jsou H;, 1 =1,2,3,4.

Piiklad 7.1.2.
Toté? zadani jako v Pitkladu 7.1.1 pro

soustavu

i =y—T-I¥,
y =y—2'—y—z

Vysledky. a) Jacobiova matice J pravych stran, tj.

P=yy—1-mZ Q=y-—2-Yy—uz,
xr
1 1 1
T 2vy—1 gy
J = 1 1
— 2z + 1-—
3y (y —x)? 3y (y —x)?

je spojitd pro z > 0, y # 0, y > 1, y # =z, tj.
v oblastech

H ={[ry cR¥|l<y<z} a
Hy={[z,y] eR?*|0<az <y, y>1}
b) Oblasti, v nichz jsou splnény podminky exis-

tence a jednoznacnosti maximalniho feSeni Cauchy-
ovy ulohy jsou:

Gi:{[t,x,y}GRBHGR, [xay}GHz’}a i:]-a?'

C) Hh Hg.

7.2 Newtonovské soustavy

Priklad 7.2.1.
B Je déna nelinedrni autonomni soustava

{:'v =Y,
7 :—(i—ﬁ)x.

a) Ukazte, ze kazdym bodem fazové roviny
prochézi pravé jedna fazova trajektorie sou-
stavy.
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Navod. Vypoctéte Jacobiovu matici pravych stran
soustavy a popiste vlastnost, kterd zajistuje uve-
dené tvrzeni.

b) Urcete vSechny body rovnovahy.

c) Urcete rovnici fazovych trajektorii. Special-
né urcete trajektorii prochazejici bodem M =
[1,1].
Navod. Fazové trajektorie newtonovské soustavy
T =1y,

(ekvivalentni rovnici # + g(z) = 0), kde g € C1(J),
jsou urceny vztahem (zvanym prvni integral)

2

% + /g(x) dx = C(onst.)

(Je to FeSeni rovnice se separovatelnymi promén-
nymi g(z)dx + ydy = 0.)
Vysledky.
a) Jacobiova matice J pravych stran, tj.
1 9 0 1

P=y @Q=-(3-2%)= J= <}1+3x2 o>
je spojita v R2.
b) Tii body rovnovéhy:

1 1

[07 0]7 [57 O]’ [_57 O}

c¢) Ostatni trajektorie:

2 $4

2 X
T2
Yty

(feSeni rovnice se separovatelnymi proménnymi:
_(_1 3 _ 3
ydy = (=3 +2°)dr), C = 1.

Piiklad 7.2.2.
Totéz zadéni jako v Pifkladu 7.2.1 pro

soustavu

T =y,
— T
YT T
Vysledky.
a) Jacobiova matice J pravych stran, tj.
0 1
P=y, Q=-— J= 1— 22
4 14 22’ — = 0
(1+ 22)2

je spojita v R2.

b) Jediny bod rovnovahy:

[0, 0]

¢) Rovnice trajektorii:

v’ +In(l+2%)=C, C=1+1In2.

Piiklad 7.2.3.
Dynamicky systém je dan nelinearni rov-
nici druhého Fadu (pro funkci ¢ — z(t)):

1. & — 9z + 23 = 0;
2. &4 2z — 2% =0;

3. £+sinz =0.

a) Prevedte rovnici na autonomni soustavu
druhého fadu (pro funkce x = z(t) a y = &(t)).
Dokazte, ze kazdym bodem fazové roviny pro-
chazi pravé jedna fazova trajektorie soustavy.

Navod. Spoc¢téte Jacobiovu matici pravych stran
soustavy a napiste, ktera jeji vlastnost dokazuje
uvedeny vyrok.

b) Urcete vSechny body rovnovéhy.

c) Urcete rovnici fazovych trajektorii. U tfeti
soustavy specidlné trajektorii prochazejici bo-
dem M = [7,0].

Névod. Viz Piiklad 7.2.1 ¢).

Vysledky. 1. a) Jacobiova matice J pravych stran
newtonovské soustavy

. . : 0 1
it=y, y=9z—2° J= (93:172 0>
je spojita v R2.
b) T¥i body rovnovéhy: [0, 0], [-3, 0], [3, O].

c) Ostatni trajektorie: y2+“52—479x2 = C (FeSeni rov-
nice se separovatelnym proménnymi: ydy = (9 —
23) dx).

2. a)
nowské soustavy

. . 0 1
=y, y=—2x+°, J:<—2—|—2x 0>

je spojita v R2.

Jacobiova matice J pravych stran newto-
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b) Dva body rovnovahy: [0, 0], [2, 0],
c) Ostatni trajektorie: y* + 22% — 223 = C.

3. a) Jacobiova matice J pravych stran newto-
nowské soustavy

. . . ( 0 1)
T=y, y=—sinx, J=
—cosz 0

je spojita v R2.
b) Nekoneéné mnoho bodt rovnovahy: [km, 0], k
celé.

2
c) %

jektorie prochézejici bodem M =

= cosz + C, (cosz + C > 0), specidlné tra-

[5,0]: C =0,
N

tj. y° =2cosz, x € [-F, §].

(Poznamka. Trajektorie jsou uzaviené — FeSeni jsou

periodicka.)

7.3 Obecné soustavy - fazovy portrét

Piiklad 7.3.1.
Totéz zadani jako v Piikladu 7.2.1 pro

soustavy

1.
{ i =1-2zy,
v =z +y2
2.
i =y In(l+2?),
. zy?
4 T 1442

U druhé soustavy uréete specidlné rovnici
trajektorie prochazejici bodem

a) M; =[1,1] resp.
b) M, =10,1].

Vysledky.
1. a) Jacobiova matice J pravych stran, tj.

P=1-2zy, Q=uzx+1>
()

je spojita v R2.

b) Jediny bod rovnovahy:

3]

c¢) Exaktni rovnice (x + y?)dx + (2zy — 1) dy = 0,
rovnice trajektorie:

2
T 9 _ _1
2+xy y=0C, C’—2.

2. a) Jacobiova matice soustavy

Zry In(1 + 2?)
1422
J = <y2 (714»12) o me
(1+22)2 1+a2

je spojita v R2.
b) Body rovnovéahy: vSechny body os soufadnych.

¢) Exaktni rovnice

1‘?;2 dz +yIn(1 + 22) dy = 0.
Rovnice pro trajektorie: % In(1 + 2?) = C. Speci-
alné trajektorie prochazejici bodem M;: C' = % In2,
bod M5 je bodem rovnovahy (jednobodové trajek-

torie).

Priklad 7.3.2.
Je dana nelinearni autonomni soustava

T =3x+y—1,
1

y =——-—3y+3.
x

a) Urcete oblasti, jejichz body prochazi pravé
jedna fazova trajektorie soustavy.

b) Urcete vSechny body rovnovéhy.

c¢) Urcete rovnici fazovych trajektorii. Special-
né urcete trajektorii prochazejici bodem M =
[1,1].

Vysledky. a) Jacobiova matice J pravych stran, tj.

3 1
P=3z4+y—1,Q=-2-3y+3,J= (1 3),
je spojita v pravé poloroviné H; = {[z,y] € R? |
x>0,y € R} a v levé poloroving Hy = {[z,y] €

R? |z <0,y €R}.
b) Dva body rovnovéhy: [, 0] a [—3, 2].

¢) —Qdx + Pdy = 0 je exaktni rovnice, rovnice
trajektorie:

Injz|+3z(y — 1)+ ——— =



