Typové priklady zkouskovych testti z MIII - sada 1

A1l. Necht f oznaluje 2m-periodickou funkci (f mé periodu 2L = 27), kterd je v intervalu
(—m, ] definované predpisem

T, z € (0, m].

a) Znazorndte graf funkce f v intervalu J = [—27, 27| a vypoctéte jeji Fourierovy koeficienty.

b) ZapiSte Fourierovu Fadu funkce f a aproximujte funkci ¢astenym souctem aZ po &tvrtou
harmonickou (k = 4).

c) Urgete a graficky znazornéte soucet Fady v intervalu J. Urdete hodnoty soudtu v bodech
z=-mzr=0azxz=m.

A2. a) Urcete prvni &tyfi nenulové &leny rozvoje funkce g(z) = In(1+ z) do Taylorovy Fady
se stfedem v bodé¢ 0.

N4vod. Pomoci vzorce pro soudet geometrické fady urlete rozvoj funkce ¢'(z) = IH.a a pak
integrujte ¢len po ¢lenu.

b) UkaZte, Ze Cauchyova uloha (pro funkci y = y(z)):

y' +yln(l+z) ==x+e%,
@AOV = \Hu M\Acu = \H,

ma pravé jedno maximdélni feSeni a urCete interval J tohoto feSeni. UkaZte, Ze existuje feSeni
alohy ve tvaru sou¢tu mocninné rady se stfedem v bodé& 0 a urcete interval konvergence I
této rady.

c) Resfeni tlohy aproximujte polynomem 4. stupng.

A3. Je déna diferencidlni rovnice (pro funkci y = y(¢)): ¥ + 9y = 6 cos 3t.

a) Urcete fundamentélni systém feSeni p¥islu§né homogenni rovnice a zapiste jeji obecné
TeSeni.

b) Metodou odhadu urlete partikuldrni feSeni dané nehomogenni rovnice a zapiste jeji obecné
feSeni.

¢) Urdete maximaln

i i Cauchyovy ulohy pro danou nehomogenni rovnici s po¢ateénimi
podminkami y(0) = 0,

eSen
(0) = 1. Nezapometfite uvést interval maximalniho FeSeni.

A4. Je dina nelinedrni autonomni soustava

T =3x+y—1,

. 1

y =———3y+3.
T

a) Spottéte Jacobiovu matici pravych stran dané soustavy. ZapiSte oblasti ve fazové roving,
jejichz body prochézi pravé jedna fizova trajektorie.

b) Ur&ete viechny body rovnovidhy dané soustavy.

c¢) Uréete rovnici fazové trajektorie prochazejici bodem M = [1,1].

Vysledky.
Al. a)
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T 2 WH os[(2m — 1)z WU Y Hm:loa
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(@) T 2 i 1 9 2 3z 4 1 3 1 4
s4(x) = — — —cosz +sinz — — sin2x — — cos 3z + —sin3z — - sin4x.
‘ 4 7 2 or 3 4

c) Fourierova Fada konverguje pro viechna z € R. Soudet s(z) je roven f(z) vyjma lichych

nasobkd m, v nichZ je roven Z.

2
A2. a)
1
H+HHH\N+%\H@+:; z € (-1, 1),
T dx z2 23 gt
In(1 xr) = =r— — -
(t+2) \c 1+z oty T

b) Spojitost koeficientu a pravé strany na intervalu J = (—1, oc), 0 € J.

<)

y=co+ciz +cox® + caz® + gzt + -+, zel=(-1,1),
@FC.ISHS&._.Aﬁlq%vam._..:“ zel,
z2
a+meH~+ma+M+..., z € R,

~—-1- — - — .
Yy T+ 2 z- + 2 z° + 12 T
A3. y =tsin3t + Crcos3t + Cysin3t, teER, (Ci, C2 ER),
Cauchyova tloha: Ci =0, C> =1.
Ad4. a) Jacobiova matice J pravych stran, tj. P =3z +y—1, Q = \w —3y+3,J=

AQW IHwV, _.mm@o.:&/\gmﬁm@o_ogidmmbH:&,Sm%miHVou@m%wm,\_mS@
poloroving Hy = {[z,y] € R? |2 < 0, y € R}.

b) Dva body rovnovahy: mu 0] a TW, 2].

¢) —Qdz + Pdy = 0 je exaktni rovnice, rovnice trajektorie:

(y—1)?

In|z|+ 3z(y — 1) + 2

=C, C=0.
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B1. Necht f oznaluje 4-periodickou funkci (f méa periodu 2L = 4), kterd je v intervalu
(—2, 2] definované pfedpisem

a) Znézornéte graf funkce f v intervalu J = [—4, 4] a vypolt&te jeji Fourierovy koeficienty.
b) Zapiste Fourierovu fadu funkce f a aproximujte funkci ¢asteénym sou&tem prvnich &ty¥
nenulovych ¢lend.

¢) Urlete a graficky zndzornéte soudet fady v intervalu J. Urlete hodnoty sou¢tu v bodech
r=—-2,z=0az=2.

1
B2. a) Urdete prvni &tyfi nenulové &leny rozvoje funkce g(z) = 2 do Taylorovy fady se
-z
stfedem v bodé 0. Stanovte interval konvergence této rady.
Ndvod. Napiste mwe = w HIHm a uZijte vzorec pro soucet geometrické rady.
2

b) UkaZte, ze Cauchyova aloha (pro funkci y = y(z)):

y' +zy

mé pravé jedno maximélni feSeni a urcete interval J tohoto feSeni. UkaZte, Ze existuje feSeni
tlohy ve tvaru sou¢tu mocninné rady se stfedem v bodé 0 a urCete interval konvergence I
této rady.

c) Refeni tlohy aproximujte polynomem 4. stupng.

B3. Je dana diferencialni rovnice (pro funkci y = y(¢)):
i — 9y = 5e2t.

a) Uréete fundamentdlni systém feSeni diferencidlni rovnice § — 9y = 0 a zapiSte jeji obecné

feseni.

o

) Metodou odhadu uréete partikuldrni FeSeni dané nehomogenni rovnice a zapiste jeji obecné
eSeni.

=18

¢) Urlete maximalni Fe§eni Cauchyovy dlohy pro po&itedni podminky y(0) = 0, (0) = 3.
Nezapomeiite uvést interval maximélniho feSeni.

B4. Je déna nelinedrni autonomni soustava & =y, § = \Aw —z?)m.

a) Dokaite, Ze kaZdym bodem fizové roviny prochdzi pravé jedna fazova trajektorie soustavy.
Ndvod. Spoctéte Jacobiovu matici pravych stran dané soustavy.

b) Ur&ete viechny body rovnovihy dané soustavy.

¢) Urdete rovnice fazovych trajektorii.

Négvod. Fazové trajektorie newtonovské soustavy ¢ = y, ¥y = —g(x) (ekvivalentni rovnici

2
% + g(x) = 0), jsou urleny vztahem (prvnim integrdlem) ¥%- + [ g(x) dx = konst.

Vysledky.
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c) Fourierova fada konverguje pro v8echna z € R. Soufet s(z) je roven f(z) vyjma &isel
0, 2, +4,..., (celych nésobkd 2), v nichZ je roven 1.

B2. a)

111 O
= - — = — —T
2-z 212 2 2

H H
mam+wem+.:v“ amNHTNs.

b) Spojitost koeficientu a pravé strany na intervalu J = (—00,2), 0 € J.

c)

@Hno+9a+nmam+nm&w+§a»+.... zel,
y" = 2¢5 + 6c3x + 12¢422 + -+, z €,
a@Hnoa._‘Sam._....“ z el

Lols 1
R| |a |&.
@»\P @m

B3.
y=—e 4+ Cr1e3 + Cre™3, teR, (Ci,Cs€R).

Cauchyova tloha: C; =0, Cy = 1.

B4. a) Jacobiova matice J pravych stran
0 1
7= A|w + 322 ov
je spojitd v R2.

b) Tii body rovnovahy: [0, 0], [§, 0], [—3, 0.

2 4
¢) ¥+ % — % = C (¥eleni rovnice se separovatelnymi proménnymi: y dy = (— £ + &®) dx).
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A1l. Je didna mocninnd fada

= k

a) Vypoltéte polomér konvergence.

b) Urlete vSechna z, pro n& fada konverguje absolutnd a vSechna z, pro n& konverguje
relativné.

c) Urlete v8echna z, pro né? fada diverguje.

nm

A2. a) Napiste Taylorovu Fadu funkce e~t" se stfedem v bod& 0.

b) Vypottéte primitivni funkei [ e~t°dt k funkei e~ pomoci integrovani ¢len po &lenu.
c) Vypoc&téte %oﬂ e~tdts piesnosti na 2 desetinnd mista, tj. s chybou mensi neZ nebo rovnou
5-1073,

Névod. Utzijte vysledku, ktery plati pro alternujici fady Y5 (—1)* ¢k (ci > 0), které splituj
pfedpoklady Leibnizova kritéria: chyba aproximace souétu s ¢astenym soultem s, je men§
ne# absolutni hodnota prvniho vynechaného &lenu, tedy |s — sn| < cn41-

i
i

A3. a) Najd&te obecné fefeni linedrni nehomogenni rovnice (pro funkci y = y(z))

p, oy 1
.@._.ala._.w.

b) Urdete maximalni feSeni Cauchyovy Glohy dané rovnici a po¢ate¢ni podminkou y(—2) = 4.
Nezapomeiite uvést interval maximalniho feSeni.

Ad4. a) Urcete viechna p € R, pro né% linedrni soustava

. —1 P
(4 7)x

ma4 izolovany bod rovnovéahy. Stanovte typ izolovaného bodu rovnovahy v zévislosti na para-
metru p.

b) Pro p = 3 urfete fundamentdlni systém FeSeni dané soustavy (Eulerovou metodou),
zapiSte obecné feSeni dané soustavy a ur€ete maximalni feSeni Cauchyovy tlohy s po¢ate¢ni
podminkou

¢) Pro p = 3 zapiSte rovnice pfimek, na nichZ leZi polopfimkové fazové trajektorie (pokud
existuji) a graficky je znazornéte ve fazové rovingd (vletn& orientace). Graficky znazornéte fa-
zovou trajektorii maximalniho FeSeni Cauchyovy tlohy. Pokud je trajektorie uzaviend kfivka,
najdéte primitivni (nejmensi kladnou) periodu feSeni.

Vysledky.

A1. Tnterval konvergence I = (0, 4). Rada konverguje absolutn& pro z € I, relativn& (podle
Leibnizova kritéria) v pravém krajnim bod& z = 4 a diverguje pro z € (—oo, 0] U (4, +o0).

k
A2. a) PouZijeme zndmy rozvoj funkce e*, e® =1+ + % + a% +o =2 T T ER,
kde dosadime z = —t2.
b) Integraci ¢len po €lenu dostaneme
z 3 5 o 2k+1
2 T T E T
e dt=x— — = -1)f——— xR
\o 1.3 25 WWA ) k'(2k +1)°
<)
b2 11 1 > 1
ePdr=1--+———+4-.- = ) | p———
\o 3 10 42 WA ) k'(2k + 1)’
fada spliuje predpoklady Leibnizova kritéria a odtud
! 1 5
\, m\ammﬁlmz < — < —
0 (n+1)!(2n+3) — 1000
pokud n > 3. Soufet s3 = 1 1+ 15— 75 = 105 = 0.743 dava vysledek presné na 2 desetinna

mista.

A3. Obecné teseni:
z—3In(z +3)+ C
Y= *, z € (—3,0), (CeR).

Maximalni FeSeni Cauchyovy iilohy: C = —6.

A4. a) BR [0, 0] je izolovany pravé tehdy, kdyZ determinant matice soustavy A = —1 — 5p

1 1 1
je nenulovy, tj. p # —5 Jestlize p > 5 je BR typu sedlo. JestliZze p < 5 je BR typu
stied.
b) Prop=3:

_ 1 (1 o 2 (3
A1=-4V \A\qu A2=4,V \Amv.

Fundamentalni systém feSeni (na R):

Xt = A\Hﬂv mlﬁu X2 = va m\:v teR.

Obecné fefeni: X = Cy A ﬂv e~ 1 0y @ e't, teR, (C1,C2cR).

Cauchyova tloha: C; = —1, Cy =0, X = AIHHV e 4,

c) Polopfimkové fazové trajektorie na p¥imkach o sm&rovych vektorech V! a V2, tj. na
piimkich y = —z,y = 3z, BR [0, 0] typu sedlo, fazova trajektorie maximaélniho FeSeni

3
Cauchyovy ulohy je polopfimka y = —z, * < 0, orientovand smérem do pocatku.
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B1. a) Urgete Fourierovu sinovou fadu 2w—periodické funkce f, pro niz
fle)y=-1, O0<z<m.

b) ZapiSte souet prvnich &ty nenulovych &lend.

c) Urlete a graficky zndzornéte soulet Fady pro —27 < x < 2m.

B2. Je dana mocninné rada

Wo“ L (z+ muﬁn

4k (2k + 1)

a) Vypoctéte polomér konvergence a uréete interval konvergence.

b) Urcete x, pro né% fada konverguje absolutné a x, pro néZ fada diverguje. Situaci v krajnich
bodech intervalu konvergence nevySetfujte.

\ASQSV

R k = 0,1,2, Taylorovy fady funkce

f@)=Vi+a

v bodé& g = 0 a zapiSte prvni t¥i nenulové ¢leny Taylorova rozvoje této funkce v bodé 0.

c) Vypoé&téte koeficienty ¢, =

B3. a) Urdete oblast v roving R2, v ni% jsou splnény postalujici podminky existence a
jednozna¢nosti maximalniho feSeni Cauchyovy alohy

dy 32
dr M, y(0) = 1.

b) Spo&téte maximélni FeSeni uvedené tlohy, v&etnd intervalu.

’ 1 1
(1 L)x

a) Spoc&téte vlastni &isla a pFislugné vlastni vektory matice dané soustavy.

B4. Je dana linearni soustava

b) Urlete fundamentalni systém FeSeni dané soustavy (Eulerovou metodou) a zapiste jeji
obecné TFeSeni. UrCete maximalni FeSeni Cauchyovy dlohy pro pocate¢ni podminku

Nezapomeiite uvést interval maximaélniho feSeni.

¢) UkaZte, Ze soustava mda pravé jeden bod rovnovdhy a urdete jeho typ. ZapiSte rovnice
pfimek, na nichZ leZi polopfimkové fazové trajektorie (pokud existuji). Graficky znazornste
ve fazové roviné polopfimkové fizové trajektorie a fazovou trajektorii maximélniho feSeni
(v&etnd orientace).

Vysledky.
B1. a)
ar =0, k€ NuU({0},

2 ™ 2 ™ 2 0 .mmuz\nm:&m\
FOHII.\ sinkzxdx = — coskzx H|TIC\¢ILH Py o \u keN
T Jo km 0 km ——, jeli k liché,

km
b)
4 X sinf(2k — 1 4 1 1 1
f(z) MMHU s wwIHuiHIM Amm:a._.wmmcwa._.wmm:ma._.mmm:ﬂa._.:.v.

c) Rada konverguje pro viechna x € R a na intervalu (—27,27) pro soudet plati

-1, z€ (—2m, —m)U(0,n),
s(#) =<1, z€(—m0)U(m2m),
0, z€{-m 0,7}

B2. a)-b) Interval konvergence I = (—4, 0). Rada absolutn konverguje pro z € I a
diverguje pro z € (—o0,—4) U (0, 4+00). Pozndmka. V krajnich bodech konverguje relativng
(podle Leibnizova kritéria).

<)
3 1 L o
<H+aHH+malma + -
. L 5 ) s 3z?
B3. V oblasti (poloroving) G = {[z,y] € R® | z € R, y < 0} je spojita funkce f(z,y) = ou
Y
.. ca1s . mx 32
a jeji parcidlni derivace — = =22 a [0,—1] € G . Maximélni feSeni Cauchyovy tlohy:
Y
y=—-z3+1, z€ (-1, +ox).
B4. a)
1 1
=2, Vvi= AHV Ay =-3, V2= ALV.
b) Fundamentdlni systém FeSeni (na R):
1_ (1) 2 2_ (1 —3t
x\AH e, x2=|( ) e teRr
Obecné YeSeni: X = C; mv et + ¢y AI“V mlwﬁ teR, (Ci,C2€R).
) e2t _ =3t
Cauchyova tloha: C; = -Cy =1, X = Amﬁ 4 %mluwv , teR.
¢) Polopfimkové fazové trajektorie na pfimkich y = z,y = —4z, BR [0, 0] typu sedlo,

o, 51 I (1, —2)7.



