12. OBALOVE PLOCHY

12.1 Elementarni pohyby v prostoru a jejich uréeni
Posunuti, neboli translace, je ureno smérem p.
Rotace je uréena osou o.

Sroubovy pohyb je urden osou o,

parametrem v, a smyslem.

12.2 Dotyk dvou ploch podél krivky

Dvé plochy se dotykaji podél spole¢né krivky k ,
jestliZe maji ve vSech bodech kfivky k spole¢né
teéné roviny a tedy i normaly. Na obrazku

12.1, jsou znazornény kulova a kuZelova plocha,
které se dotykaji podél spole¢né kruznice k. Obr.12.1

12.3 Definice a zdkladni vlastnosti obalovych ploch

Méjme jednoparametrickou soustavu ploch x(t). Obalova plocha (k) tohoto systému
je plocha, kterd se ka#dé plochy x(t) dotykd podél kfivky k(t). Tato dotykova kiivka
k(t) se nazyva charakteristika .

Omezime se na jednoparametrickou soustavu vzniklou pohybem dané plochy x . Tuto
plochu « nazveme tvofici plochou. Definici obalové plochy objasnime na jednoduchém
prikladé.

12.3.1 Priklad

UvaZujme kulovou plochu & , jejiz stfed se posouvd po dané piimce p a tim vznika
jednoparametricka soustava kulovych ploch (t). Jako parametr ¢ uvazujeme velikost
posunut{ stfedu S. Obalova plocha je rotalni valcova plocha s osou p . Charakteristika
k je hlavni kruZnice na kulové ploSe a leZi v rovin€ p kolmé k piimce p, na obrazku 12.2
je znazornéno nd&kolik poloh kulové plochy spolu s p¥islusnymi charakteristikami. Cely
proces vytvofeni obalové plochy popiSeme schematicky takto:

Pohyb : translace

Tvofici plocha k : kulova plocha

Obalové plocha (k) : valcova plocha e — -

Charakteristika k : hlavni kruznice o

Poznamka
Vsimnéte si, Ze obalova plocha vznika translaci charakteristiky k. Hlavni kruZnice
je kruZnice na kulové ploSe, jejiz rovina prochazi stfedem kulové plochy.
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12.3.2 Véta

Obalova plocha p¥i elementiarnim pohybu vznikne tymZ pohybem a jeji tvo-
Fici kiivkou je kterdkoliv charakteristika.

Drtikaz provadsét nebudeme, neméme k dispozici potfebné matematické prostiedky.
Disledkem véty 12.3.2 je nésledujici tvrzeni, které je podstatou konstrukce charakteris-
tiky.

12.3.3 Tvrzeni

Bod T je bodem charakteristiky pravé tehdy, kdyZ teéna rovina 7 tvofici
plochy v tomto bod& obsahuje teénu t trajektorie 77 bodu T.

Obrazek 12.3 demonstruje toto - I et T
tvrzeni pro translaci kulové plo- -
chy z prikladu 12.3.1.
Poznamka T

. 3 teTT .

Podminku z tvrzeni 12.3.3 lze téz

\
formulovat tak, Ze normély tvo- 1 o
Fici a obalové plochy splyvaji s T
v kazdém bodé charakteris- ,l
tiky. /]

I”
Obr.12.3 TLST : -

12.4 Obalové plochy vzniklé elementiarnim pohybem kulové plochy
k= (S5,r)

12.4.1 Obalova plocha vznikla translaci (smér p ) kulové plochy x = (S,r)
Pohyb : translace

Tvofici plocha k : kulova plocha

Obalova plocha (k) : rotaéni valcova plocha

Charakteristika & : hlavni kruZnice na s v roviné kolmé na smér translace, viz 12.3.1.

12.4.2 Obalova plocha vznikla rotaci (osa o ) kulové plochy &= (S,7),S&o

Pohyb : rotace
Tvofici plocha k : kulova plocha, S € o
Obalov4 plocha (k) : anuloid
Charakteristika &k : merididnova
kruZnice k na kulové ploSe x v roviné
p, p = (S,0).

Na obrazku 12.4a vidime nacrt a
na 12.4b zobrazeni obalové plo-
chy (k) a charakteristiky k

v Mongeové promitani, postup je
zrejmy z obrazku.

Obr.12.4a
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Ovéfeni charakteristiky :

UkéZeme, Ze tecna t trajektorie li- ing

bovolného bodu T" merididnové ] TN\
kruZnice k kulové plochy « lezi v ! ,/'

jeji te€né roviné. Tefna t trajek- "r-#-t_-———°
torie v bodé T meridianové kruz- | \

/
i/

nice je teénou rovnobézkové kruz-
nice bodu T a je tedy kolm4a k me-
rididnové roviné p.

Platit L p=>t L ST = tlezi v
te¢né roviné kulové plochy v bodé
T a bod T je tedy bodem charak-
teristiky podle tvrzeni z 12.3.3.
Je zfejmé, Ze charakteristika k le-
71 v roviné p, kolmé k tecné tra-
jektorie stfedu kulové plochy.

\ -

Obr.12.4b

12.4.3 Obalova plocha vznikl4 $roubovym pohybem kulové plochy

Pohyb : Sroubovy

Tvorici plocha & : kulova plocha, S & o

Obalova plocha (k) : Archimedova serpentina, (11.3)

Charakteristika k : hlavni kruZnice k& na kulové ploSe v roviné€ p kolmé k te¢né ¢ Srou-
bovice stfedu S kulové plochy, viz néért na obrazku 12.5a.

}o

Obr.12.5b

Ovéreni charakteristiky:

Pro lepsi porozumnéni uzijeme naértu na obr.12.5b.

UkéaZeme, Ze hlavni kruZnice k (kulové plochy k), leZici v roviné p, je charakteristikou.
Tzn., Ze tefna t trajektorie (Sroubovice) libovolného bodu T" € k lezi v te¢né roviné
kulové plochy . Oznadme u teénu Sroubovice stfedu S kulové plochy. Podle principu
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tuhosti tisecky (viz nslednd pozndmka ) jsou velikosti primétt tecnych vektord v kon-
covych bodech tsecky ST na tuto tsefku stejné. Jelikoz u L ST,

(u L pAST C p) je t rovnsZ kolmd k ST (priméty teénych vektort jsou nulové) a ¢
lez{ v teéné roviné kulové plochy. Bod T je bodem charakteristiky &, viz 12.3.3.

Poznémka-princip tuhosti tsecky L —_
UvaZzujme tGsecku AB, pohybujici se

v prostoru , ozna¢me vA, vB vektory oka-
mzitych rychlosti bodd A, B, obr.12.5c.
Rozloiime-li vektory v ,vB na slozky v},
vB, kolme k AB a v§,v§ ve sméru AB,
pak v§ = vP. Je zfejmé, 7e vektor B — A
mé, konstantni velikost a tedy plati

(B(t) — A(t))? = konst. a derivovanim

2(vB —vA)(B - A) =0,
po upravé ’Ué4 = 'sz.

Obr.12.5¢

12.4.4 Uloha

V Mongeové promitani zobrazte charakteristiku k obalové plochy, ktera vznikne Srou-
bovym pohybem (o, v,, prav.) kulové plochy x = (S,r).

Regeni je provedeno na obrazku 12.6 pro pfipad, kdy je te¢na t Sroubovice stredu S
kulové plochy k v priiéelné poloze, t || v.

Reseni

Podle 12.4.3 zobrazime charakte-
ristiku k& na Archimedové serpen-
ting a to je hlavni kruZnice k na
kulové ploSe k, leZici v roviné p o,
kolmé k teéné ¢ Sroubovice stfedu

kulové plochy k. Tuto tlohu jsme

jiz Tesili v 11.3.2.

1) ¢ je te€na Sroubovice v bodé S,

viz 8.7, R ARREEE
v naSem pfipadé t || v,t1 || 21,2
2) Rovinap : Sep,plt je
tedy kolméa k narysné, jejim na-
rysem je pfimka pq, p2 L 1.

3Yk = (S,r), kCp,pLv
Narysem kruznice k lezici v pro-
mitaci roviné p je tusecka, pudo-
rysem elipsa, viz 3.6.4,

Poznamka. Pokud je te¢na Srou-
bovice stfedu S kulové plochy v
obecné poloze, pak ji snadno

” pfeSroubujeme” do pricelné po-
lohy a uZijeme vySe uvedeného
postupu.

Obr.12.6
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12.4.5 Zavér

Charakteristika obalové plochy, ktera vznikne elementarnim pohybem ku-
lové plochy x = (S,r) je hlavni kruZnice na této kulové ploSe a leZi v roviné
kolmé k teéné trajektorie stfedu kulové plochy.

12.5 Obalové plochy vzniklé elementarnim pohybem roviny p

12.5.1 Obalova plocha vznikla rotaci roviny p,

ktera neni kolmd k ose pohybu, ani s ni neni rovnobézna

Pohyb: rotace

Tvofici plocha « : rovina p, o L p, o |/ p

Obalové plocha (k) : rotaéni kuZelova plocha

Charakteristika & : dotykova povrska rotaéni kuZelové plochy a tvofici roviny p , kterd
je teénou rovinou kuZelové plochy.

Na na obr.12.7 je nacrt situace, na obr.12.8 je konstrukce v Mongeové promitani.

Konstrukce charakteristiky k :
1)Pro pidorys k; charakteristiky

méme (k L p?P Ap? C )= k1 L pf, 5 ng
2) k C p,k= PN, ! N2
odvodime narys ko na zakladé
toho, ze k lezi v roviné p.
Charakteristika k = PN

je povrska kuzelové plochy.

3) V = kN o je vrchol kuZelové plochy.

Obr.12.7 Obr.12.8

Ovéfeni charakteristiky provedeme soucasné pro 12.5.1 a 12.5.2 :

Teéna t trajektorie libovolného bodu 7' charakteristiky k lezi v tvofici roviné p a ta je
zaroveh svoji te¢nou rovinou.TakZe povrska k kuZelové (resp.valcové) obalové plochy je
podle 12.3.3 je jeji charakteristikou.

12.5.2 Obalova plocha vznikla rotaci roviny p , jenZ je rovnobézna s osou rotace
Pohyb: rotace

Tvofici plocha « : rovina p, o || p

Obalové plocha (k) : rotaéni vdlcova plocha

Charakteristika k : dotykova povrSka rotacni valcové plochy a tvofici roviny p
N4crt charakteristiky je na obr.12.9a, konstrukce v Mongeové promitani na obr.12.9b.
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Obr.12.9a Obr.12.9b

12.5.3 Obalova plocha vznikla Sroubovym pohybem roviny p, kterd neni kolma
k ose pohybu,ani s ni neni rovnobézna

Pohyb: $roubovy , je dino o L 7, vy a smysl B}

Tvofici plocha « : rovina p ,p Lo, plfo
Obalova plocha (k) :

plocha teden Sroubovice A .
Charakteristika k: te¢na k Sroubovice h ,
kterd lezi v roviné p a svira thel o

s pudorysnou, a« = Z p m, viz obr. 12.10a.

Obr.12.10a Obr.12.10b

Ovéfeni charakteristiky k, viz obr. 12.10.

Tvofici plocha je rovina p a jeji tecnd rovina s ni splyva. Charakteristika roviny p je
tvofena vSemi jejimi body , ve kterych tecna trajektorie (Sroubovice h ) leZi v roviné p
(viz 12.3.3). Povrsky fidiciho kuZele pfislu$né k témto te¢nam leZi v roviné p,

V €p, pll p, pidorysné stopniky povriek vytvori p? . Obracenim znamé konstrukce
teCny Sroubovice h ziskdme pidorys k; charakteristiky k . Charakteristika je tedy
te¢na Sroubovice h v bodé T. Obalova plocha je tedy plocha tecen Sroubovice h. Rovina
p je te¢nou rovinou plochy podél celé charakteristiky. Obrazek 12.10b je pomocny a
pomiZe pochopeni pfedchazejicich ivah. Rovina p je zde v poloze kolmé k narysné.
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12.5.4 Uloha

Zobrazte charakteristiku obalové plochy,
kterd vznikne roubovym pohybem
(0,v0, prav.) roviny p, p o, pLo.
ReSeni, obr.12.11.

Sestrojime Sroubovici h , jejiz teCny vy-
tvofi obalovou plochu roviny p a te¢na
t této Sroubovice je charakteristikou oba-
lové plochy,podle 12.5.3. P¥i feSeni v Mon-
geové promitani si v8imnéte, Ze dana ro-
vina p je narysné promitaci a tim je kon-
strukce jednodussi.

1) a = Lpr, thel stoupéni Sroubovice h.
2)p:Vep ple

3) p je te€na rovina Fidici kuZelové plochy
= muZeme sestrojit pidorys h; Sroubo-
vice h.

4) p je povrska Fidici kuzel.plochy, p € p.
5)Charakteristika ¢ : ¢ | p, t1 je tecna
kruznice hq,te = p2, T €t,t je tecna
§roubovice h. Obr.12.11

Pozndmka
Plocha teden Sroubovice z 12.5.3 a 12.5.4 se nazyva rozvinutelna Sroubova plocha,

setkdme se s ni ve 13. kapitole.

12.5.5 Obalova plocha vznikla $Sroubovym pohybem roviny rovnobézné s osou
pohybu ,
Pohyb : $roubovy, o L 7 ' O
Tvofici plocha & : rovina p, p || o (3¢l 2
Obalova plocha (k) : rotaéni valcova plocha
Charakteristika k : dotykova povrska rotac¢ni
valcové plochy a tvofici roviny p,

feSeni v Mongeové promitani je na obr. 12.12.

Obr.12.12

12.6 Obalové plochy vzniklé elementarnim pohybem rota¢nich ploch

7 predchézejicich ivah je zfejmé, Ze obalova plocha je uréena pohybem tvofici kiivky
tj. charakteristiky. Problematika obalovych ploch je tim omezena na nalezeni charakte-
ristiky, nebot dalsi ulohy na plochach jsme jiz vyfeSili dfive u rotacnich a Sroubovych
ploch.
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— _ . _ N o _

12.6.1 Konstrukce bodu charakteristiky obalové plochy vzniklé elementar-
nim pohybem rotaéni plochy x , viz naért na obrazku 12.13a.

Konstrukei mtiZeme struéné zdivodnit takto: Na rovnobézkové kruznici p tvofici ro-
taéni plochy hleddme body X, ve kterych te¢nd rovina tvofici plochy obsahuje te¢nu
trajektorie tohoto bodu. K tomu G&elu sestrojime pomocnou kulovou plochu «?, ktera
se dotyka tvofici rotaéni plochy k podél rovnob&zky p, viz obrazek 12.1. Na kulové plose
kP snadno sestrojime body, ve kterych teéna trajektorie lezi v jeji te¢né roviné podle
12.4. Tyto body leZi na charakteristice m kulové plochy. Priseciky kruznic p a m jsou
hledané body X.

Zdavodnéni zapiseme symbolicky takto :

a)p=kNkP, m=kPN(kP), k=N (k) =7

b)Pro bod X charakteristiky plati X € m = teCna trajektorie bodu X lezi v tecné
roviné xP.

c) X € p = totoZnost tednych rovin pomocné kulové plochy P a tvofici plochy « v
bodé X.

d) z b) ¢) = tefna trajektorie v bodé X lezi v te¢né roviné tvofici plochy x a bod X je
bodem charakteristiky k. o

Postup konstrukce :
1)Zvolime rovnobézkovou
kruznici p na tvofici plose k .
2)Sestrojime pomocnou kulovou
plochu x? , dotykajici se kK podél
rovnobézky p .

3)Sestrojime charakteristiku m
obalové plochy (k%) vzniklé po-
hybem kulové plochy P.

4) Pokud existuji priseciky X
rovnob&zky p s charakteristikou
m, {X} = mNp, pak jsou to body
hledané charakteristiky k.

Obr.12.13a

——— — -

Obr.12.13b Obr 12.13c

159



Priklad

Vyse uvedeny postup konstrukce bodu X charakteristiky k¥ demonstrujeme na jedno-
duchém p¥ikladé obalové plochy vzniklé translaci (smér s ) rotaéniho elipsoidu (osa o,
merididn M ). Z obrazku 12.13b je zfejmé, Ze osa o i hlavni merididn M lezi v narysné,
miZeme se omezit na konstrukci nirysu X, bodu X charakteristiky & :

1) Volba rovnobézkové kruznice p na elipsoidu, jejim nirysem je secka po.

2) kP se dotyka elipsoidu podél rovnobézky p, jeji stfed S leZi na normale elipsoidu
(te¢nd rovina 7 v bodé T merididnu M je narysné promitaci, 72 je te¢nou elipsy M v
T,ST L ).

3) Charakteristika m obalové plochy vzniklé translaci pomocné kulové plochy «” je jeji
hlavni kruZnice m v roviné kolmé ke sméru s. s || v = narysem m je Gsecka mo.

4) Bod X3 = ma Npy je ndrysem bodu X hledané charakteristiky k.

5) Volba dalsi rovnobézkové kruznice p na elipsoidu.

Poznamka. Vyslednou obalovou plochou je valcova plocha, vznikld translaci charakte-
ristiky & (elipsa v roviné w,w 1 v), viz obr.12.13c .

12.6.2 Uloha

Sestrojte charakteristiku k obalové plochy, ktera vznikne rotaci plast& rotac-
niho komolého kuZele kolem osy o. Sestrojte hlavni merididn této obalové plochy.
Reseni podle 12.6.1, v Mongeové promitani na obr.12.14:

1) p je zvolena rovnobézka na kuZeli.

2) Sestrojime pomocnou kulovou plochu x? = (S, r), vepsanou kuZeli podél rovnob&zky
p. St¥ed S leZi na spolecné normale n obou ploch a na ose kuZele. Sestrojime normalu
ke vhodné spoleéné te¢né roviné T ploch, v naSem zadéani je 7 L .

3) m je charakteristika na anuloidu (viz 12.4.2).

4) Priseciky {X} = m Np jsou body hledané charakteristiky & .

5) Charakteristika k je tvofici kfivkou obalové plochy, konstrukce merididnu je zfejma

podle 10.4.2. I e
o,

m,

|
|
|
|
|
I
|
!

04 04 a
Obr.12.14
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12.6.3 Uloha

Sestrojte charakteristiku obalové plochy, ktera vznikne rotaci ¢asti rotaéni
vilcové plochy kolem osy o.

ReZeni podle 12.6.1 v Mongeové promitani na obr.12.15.

1) p je zvolena rovnobézka na vélcové plose.

2) xP je pomocné vepsand kulova plocha, x? = (S,7)

3) m je charakteristika na (k) (viz 12.4.2)

4)Prise¢iky {X} = m N p jsou body charakteristiky .

Poznamka

V naSem piipadé osa valcové plochy 6 || v , rovnobézkova kruZnice lezi v roviné 8 L
0,3 L v . Stfed S pomocné vepsané kulové plochy leZi na norméle ke vhodné spolecné
te¢né roviné T obou ploch, v naSem pf¥ipadé je 7 L v.

Obr.12.15
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12.6.4 Charakteristika obalové plochy vzniklé sroubovym pohybem rotaéni plochy se
sestroji analogicky, jako v pfedchazejicich tlohéach s tim rozdilem, Ze pomocnd vepsana,
kulova plocha vytvoii Archimedovu serpentinu (viz 12.4.3).

V predchéazejicich tivahach jsme uZivali jako pomocnou plochu ke konstrukcei charak-
teristiky pouze vepsanou kulovou plochu a tim jsme se omezili pouze na obalové plochy,
vznikajici pohybem rota¢nich ploch, kterym Ize kulové plochy vepsat.

Charakteristiky obalovych ploch, vznikajicich elementarnim pohybem kuZelovych a
vélcovych ploch (nemusi byt rotaéni), 1ze konstruovat analogicky k vySe popsané metodg,
jestliZe jako pomocnou plochu volime teénou rovinu kuZelové pifip. valcové plochy.

S uzitim obalovych ploch se setkdvame ve strojnické praxi u fady obrabécich nastroji,
u brusnych kotouéd, fréz i pfi konstrukci sdruZenych ploch (sdruZené plochy jsou plocha
a jeji obalova plocha) ozubenych kol (obréazek 12.16), vieten kompresort apod.

Studium geometrickych vlastnosti obalovych ploch tvofi zéklad k dobré pfedstavé o
funkci téchto ploch v praxi.

Obr.12.16
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Cvicéeni

1) - 2) Sestrojte obalovou plochu, ktera vznikne rotaci rovnobéznika ABCD kolem

0sy o .

3) Sestrojte charakteristiku obalové plochy pfi rotaci kulové plochy x = (S,7) kolem
osy o a hlavni merididn vzniklé plochy.

4) Sestrojte charakteristiku obalové plochy pfi rotaci dané rotacni plochy (osa 0, meri-
didn m) kolem osy o a hlavni merididn vzniklé plochy.

5-6) Sestrojte a) charakteristiku, b) hlavni merididn, c) ¢elni fez piidorysnou 7 obalové
plochy, kter4 vznikne roubovym pohybem kulové plochy x = (S,r)

(pfipadné roviny w).

Obr.12.17
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