
Numerická matematika A – 25.6.2015
A1. Máme dánu soustava lineárńıch rovnic tvaru AX = B, kde

A =

 4 1 −1
1 4 1
0 1 2

 , B =

 −4
4
2

 ,

a) Zaṕı̌seme soustavu rovnic AX = B ve tvaru

(L+D + P )X = B,

uprav́ıme
DX = −(L+ P )X +B,

a následně
X = −UJX + V,

kde UJ = −D−1(L+ P ) a V = D−1B. Jacobiova metoda je dána vzorcem

Xk+1 = −UJXk + VJ .

b) Dle a) je matice UJ = −D−1(L + P ), nebo-li prvky matice UJ = (uij) jsou nulové na diagonále
(uii = 0), a mimo diagonálńı prvky jsou dány jako

uij = −aij
aii
.

Pro řádkovou normu matice UJ plat́ı

‖UJ‖∞ = max
i

∑
j

|uij| = max
i

∑
j 6=i

|aij|
|aii|

= max
i

1

|aii|
∑
j 6=i

|aij| < max
i

1

|aii|
|aii| = 1,

kde posledńı nerovnost plat́ı vzhledem k tomu, že matice je ODD v řádćıch.

c) Matice A je ODD v řádćıch, nebot’ plat́ı (od 1. do 3. řádku)

4 > 1 + | − 1|, 4 > 1 + 1, 2 > 1.

d) Dále si soustavu rovnic přeṕı̌seme ve složkovém zápise z kterého vyjádř́ıme i-tou složku z i-té
rovnice. Tedy rovnice

4x1 + 1x2 − x3 = −4

1x1 + 4x2 + 1x3 = 4

0x1 + 1x2 + 2x3 = 2

uprav́ıme a doplńıme č́ısla iteraćı:

x
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1 =

1

4
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(k)
3

)
,

x
(k+1)
2 =

1

4

(
4− x(k)1 − x

(k)
3

)
,

x
(k+1)
3 =

1

2

(
2− 0x

(k)
1 − x

(k)
2

)
.



Voĺıme X0 = (−4, 4, 2)T , dosad́ıme do předchoźıch rovnic a spočteme

X1 =

 −1.5
1.5
−1

 .

Dále

X1 −X(0) =

 −1.5
1.5
−1

−
 −4

4
2

 =

 2.5
−2.5
−3

 .

Normy tohoto vektoru jsou

‖X(1) −X(0)‖∞ = 3, ‖X(1) −X(0)‖1 = 8.

A2.
y′′′ + y y′′ + 1− (y′)2 = 0 y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1

a) Rovnici zaṕı̌seme jako

y′′′ = −y y′′ − 1 + (y′)2, nebo y′′′ = g(x, y, y′, y′′),

kde g(x, y′, y′′) = −y y′′ − 1 + (y′)2. Užijeme substituci

z1 = y, z′1 = z2

z2 = y′, z′2 = z3

z3 = y′′, z′3 = −z1 z3 − 1 + z22 ,

nebo Z = F (x, Z), kde Z = (z1, z2, z3)
T a

F (x, Z) =

 z2
z3

−z1 z3 − 1 + z22


b) Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı dané úlohy jsou spojitost funkce g, gy,

gy′ ,gy′′ . Vid́ıme, že funkce g a parciálńı derivace

gy = −y′′, gy′ = 2y′, gy′′ = −y

jsou spojité pro libovolný argument [x, y, y′, y′′], tedy hledaná oblast je

G = {[x, y, y′, y′′] ∈ R4}.

c)

x0 = 0, h = 0.2, Z(0) =

 0
0
1


Dále

k1 = F (0, Z(0)) =

 0
1

−0− 1 + 0





Zpom = Z(0) +
h

2
k1 =

 0
0.1
0.9


k2 = F (0.1, Zpom) =

 0.1
0.9

−0− 1 + 0.01

 =

 0.1
0.9

−0.99


Z(1) = Z(0) +

h

k 2
=

 0
0
1

+ 0.2

 0.1
0.9

−0.99

 =

 0.02
0.18

0.802


A3. Je dána smı́̌sená úloha pro rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
= 2

∂2u

∂x2
+ 4x v oblasti Ω = {[x, t] : x ∈ (−1, 1), t > 0} ,

u(x, 0) = 2x+ 2 pro x ∈ 〈−1, 1〉 a u(−1, t) = 0, u(1, t) = 4− t pro t ≥ 0.

a) V př́ıpadě implicitńıho schéma užijeme v bodě P k+1
i = [xi, tk+1] náhrady

∂u

∂t
(P k+1

i ) =
u(P k+1

i )− u(P k
i )

τ
+O(τ) ≈ Uk+1

i − Uk
i

τ
.

∂2u

∂x2
(P k+1

i ) =
u(P k+1

i−1 )− 2u(P k+1
i + u(P k+1

i+1 )

h2
+O(h2) ≈

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
.

Použijeme tyto náhrady v rovnici a dostaneme

Uk+1
i − Uk

i

τ
= 2

Uk+1
i+1 − 2Uk+1

i + Uk+1
i−1

h2
+ 4xi.

Rovnici vynásob́ıme τ , označ́ıme σ = 2τ
h2

a uprav́ıme

−σ Uk+1
i+1 + (1 + 2σ)Uk+1

i − σ Uk+1
i−1 = Uk

i + 4τ xi.

b) Voĺıme h = 0.5 a τ = 0.1, tedy σ = 2τ
h2

= 0.2
0.25

= 0.8. Nejprve si načrtneme śıt’ v oblasti:

t = 0.1

t = 0

A B C

x = − 1 x = 0 x = 1



Sestav́ıme rovnice dle a), v uzlech na prvńı časové vrstvě (označených v obrázku zelenou bar-
vou) užijeme počátečńı podmı́nku (2x + 2), v hraničńıch uzlech (modrá barva) užijeme okrajové
podmı́nky (0 a 4− t). Tedy

−0.8 (0) + 2.6UA − 0.8UB = (2 · (−0.5) + 2) + 0.1 · 4 · (−0.5),

−0.8 (UA) + 2.6UB − 0.8UC = (2 · (0.) + 2) + 0.1 · 4 · (0),

−0.8 (UB) + 2.6UC − 0.8 (4− 0.1) = (2 · (0.5) + 2) + 0.1 · 4 · (0.5).

Soustavu rovnic uprav́ıme a zaṕı̌seme např. v maticovém tvaru 2.6 −0.8 0
−0.8 2.6 −0.8

0 −0.8 2.6

  UA
UB
UC

 =

 0.8
2

6.32

 .

c) Soustava rovnic je soustava se symetrickou pozitivně definitńı matićı a také ostře diagonálně
dominantńı matićı. Vzhledem k tomu, že matice je ODD, tak je Jacobiova iteračńı metoda kon-
vergentńı.

A4. Řeš́ıme Dirichletovu okrajovou úlohu pro Poissonovu rovnici

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0.5

v oblasti Ω ve tvaru čtyřúhelńık ABCD

a)

b) Nejprve si nakresĺıme schema pro neregulárńı uzel a sousedńı regulárńı uzel

N QR sitova primka

u 

h hδ

následně pak z podobnosti trojúhelńık̊u dostaneme

UN − UR
h

=
ϕ(Q)− UR

(1 + δ)h
,

a tedy po úpravě
ϕ(Q) = (1 + δ)UN − δUR.

b) Volte krok h = 1 a śıt’ tak, aby bod [0, 0] byl uzlem śıtě. Sestavte śıt’ové rovnice v dané oblasti.



A B

DC

P

Q

Regulárńı uzly

4UA − UB − UC − 1− 1 = 12 · 2

4UC − UA − UD − 1− 1 = 12 · 2

Neregulárńı uzly

(1 +
2

3
)UB −

2

3
UA = 1

(1 +
1

3
)UD −

2

3
UC = 1



Numerická matematika B – 25.6. 2015

B1. Tabulka hodnot

xi 0 1 1 2

yi 0 1 2 2

a) Z tabulky hodnot vypočteme∑
i

1 = 4,
∑
i

xi = 4,
∑
i

x2i = 6,
∑
i

x3i = 10,
∑
i

x4i = 18,

∑
i

yi = 5,
∑
i

xiyi = 7,
∑
i

x2iyi = 11,

a dostaneme soustavu rovnic 4 4 6
4 6 10
6 10 18

 a0
a1
a2

 =

 5
7

11


b) Řešeńı soustavy je

a0 = 0, a1 = 2, a2 = −1

2
.

polynom

p2(x) = 2x− 1

2
x2.

c)
p2(1) = 1.5

B2. Je dána Cauchyova úloha

Ẋ =

(
1 2
−2 −2

)
X +

(
2t
0

)
, X(0) =

(
2
−1

)
.

a) Určete interval maximálńıho řešeńı dané úlohy.

b) Užit́ım Collatzovy metody s krokem h = 1 spoč́ıtejte přibližnou hodnotu X(2) .

a) rovnice je lineárńı, dané funkce jsou spojité všude, tedy I = (−∞,∞)

b) Výpočet Collatz:

t0 = 0, X(0) =

(
2
−1

)
, h = 1

k1 = f(0, X(0)) =

(
1 2
−2 −2

)(
2
−1

)
+
(

0, 0
)

=

(
0
−2

)



Xpom = X(0) +
h

2
k1 =

(
2
−1

)
+ 0.5

(
0
−2

)
=

(
2
−2

)
.

k2 = f(0.5, Xpom) =

(
1 2
−2 −2

)(
2
−2

)
+

(
1
0

)
=

(
−1

0

)
X(1) =

(
2
−1

)
+ 1k2 =

(
2
−1

)
+ 1

(
−1

0

)
=

(
1
−1

)
,

B3. Je dána Dirichletova okrajová úloha pro rovnici v samoadjungovaném tvaru

− (xy′)
′
+ (x+ 1)y = −2, y(1) = 1, y(3) = 0

a) Zapǐste podmı́nky, které jsou postačuj́ıćı pro existenci a jednoznačnost řešeńı
obecné okrajové úlohy v samoadjungovaném tvaru. Ověřte, zda jsou splněny. Postačuj́ıćı
podmı́nky pro ex. a jedn. řešeńı pro okrajovou úlohu pro rovnici

− (p(x)y′)
′
+ q(x)y = f(x),

jsou

(i) p, p′, q, f - spojité na I = 〈1, 3〉.
(ii) p(x) > 0, q(x) ≥ 0 pro x ∈ I.

V dané úloze p(x) = x, (a také p′(x) = 1), q(x) = x+ 1 a f(x) = −2 jsou spojité
na I. Také p(x) > 0 a q(x) ≥ 0.

b) Zapǐste śıt’ové rovnice pro krok h = 0.2. Rozhodněte, zda matice této soustavy je
ODD.

Zaṕı̌seme nejprve śıt’ové rovnice pro krok h = 0.5 v uzlech x1 = 1.5, x2 = 2 a
x3 = 2.5

−1.25 · 1 + (1.25 + 1.75 + 0.252 · 2.5) y1 − 1.75 y2 = −0.52 · 2,
−1.75 y1 + (1.75 + 2.25 + 0.252 · 3) y2 − 2.25 y3 = −0.52 · 2,

−2.25 y2 + (2.25 + 2.75 + 0.252 · 3.5) y3 − 2.75 · 0 = −0.52 · 2,

kde jsme hodnoty y0 = y(1) = 0 a y4 = y(2) = 0 z okrajových podmı́nek.
Uprav́ıme

3.15625 y1 − 1.75 y2 = 0.75,

−1.75 y1 + 4.1875 y2 − 2.25 y3 = −0.5,

−2.25 y2 + 5.21875 y3 = −0.5,



c) Matice soustavy je ODD, Jacobiho metoda je konvergentńı.

B4.

a) Podmı́nky souhlasu:

Poloha (u), Rychlost (ut)

Bod x = 0, t = 0: x|x=0 = t|t=0, 1− 0 = 1
Bod x = 1, t = 0: 1 = 1, 1− 1 = 0

b) Podmı́nka stability pro h = 0.25 a τ = 0.2:

σ2 =
τ 2

h2
=

0.04

0.252
= 0.64.

c) Nakresĺıme si obrázek:

t = 0.2

t = 0

x = 1

t = 0.4

x = 0.75

A

DCB

E

Hodnota UE = 0.75 je dána počátečńı podmı́nkou (nultá vrstva) a hodnota UD = 1
je dána okrajovou podmı́nkou. Hodnoty na prvńı časové vrstvě spočteme (náhrada
na 1. časové vrstvě)

UB = 0.5 + 0.2 · (1− 0.5) = 0.6,

UC = 0.75 + 0.2 · (1− 0.75) = 0.8.

Urč́ıme přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě A[0.75, 0.4].

UA = σ2UB + (2− 2σ2)UC + σ2UD − UE + τ 2f(C),

tedy

UA = 0.64 · (0.6) + 0.72 · (0.8) + 0.64 · (1)− (0.75) + 0.22 · (2 · 0.75 · 0.2) = 0.862


