Numerickia matematika A — 28.5.2015

A1. Zapiseme si danou soustava nelinearnich rovnic

(@ +1)°+y* = 4

smx —y = 1

a) Urcete graficky pribliznou polohu korent soustavy. Nejprve si nacrtneme obrazek, z kterého vidime
pribliznou polohu kotenu (pruseciky obou kiivek)

2 2
(\\(x+l) +y =4

y=sinx -1

b) Déle zapiseme rovnice te¢nych rovin ke grafu funkce f a g v bodé A = [z, yx]

z = JA)+ [o(A) (@ — ) + [y (A)(y — yr), (1)
2 = 9(A) + gu(A)(x — ) + 9y (A) (Y — ur), (2)

kde fa, fy, 9z, g, jsou piislusné parcidlni derivace.

V rovnici f(z,y) = 0 nahradime funkeci ptislusnou rovnici te¢né roviny (tedy v rovnici teéné roviny
polozime z = (). Vyjadiime x a y tak aby obé rovnice byly splnény (toto feseni oznacime z, 1,
Yk+1-

—f(A) = folA)(@rer — @) + fy(A) (Wrsr — vr), (3)
—9(4) = go(A) (@1 — k) + 9y (A) (Y1 — Yi)- (4)

Oznacime A, = 2p41 — T @ Ay = Yp+1 — Yk, danou soustavu rovnic vyfesime a nasledné spoc¢teme

( Lk+1 ) ( Tk ) ( Az )
Yk+1 Yk Ay
nebo zapféeme formalné jako

()= (o) (J BN ()



c)

Volime X = [0, 1]”. Pozor, zadané rovnice je nutné nejprve upravit ode¢tenfm pravé strany, tj.
flz,y) = (z+1)*+y* -4,
g(x,y) = sinz — y — L.
Déle si spocteme parcialni derivace funkcei f a g, tedy
fe=2(x+1), fy = 2y, gz = COS T, gy = —1.

Tyto parcidlni derivace a funkce f, g vyéislime v bodé X(© a sestavime soustavu linedrnich rovnic

(viz b)), tedy

—(1+1—-4) = 2A,+2A,, (5)
—(-1-1) = 1A, —1A,. (6)
nebo-li
2 2]2\ _[2 2|2
1 —-1{2 )70 =21 )"
tedy feSeni je A, = %, A, = —%. Nové priblizeni (aproximace) tedy je

o (D)= (1)

A2. Je dana Cauchyova tloha

2)

i+2t+5r=t x(0)=1, 2/(0)=0
Odvozeni Eulerovy metody: Pro y € C? uZijeme Tayl. polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku,

tedy
y// (5) h2 )

y(r +h) = y(z) + hy'(z) + o

Déle uzitim toho, ze y(x) je feseni Cauchyovy tlohy, tj.
Y (z) = flz,y(z))
v predchozim vztahu dostaneme (z = z,,)
y(@n + h) = y(@n) + hf (w0, y(2a)) + O(R?).

Oznac¢ime hodnoty aproximaci y, =~ y(z,), nahradime v piechoz{ rovnici a zanedbdme O(h?).
Dostaneme vzorec pro explicitni Eulerovu metodu

Yn+1 = Yn T+ hf(xru yn)
Sestavime charakteristickou rovnici pro danou tlohu
AN 4204+5=0,
a spocteme jeji koreny (diskriminant D = 4 — 20 = —16 < 0 je zdporny, kofeny jsou tedy
komplexni)
—2+1iy/16
2= ——F

' 2
(redlny) Fundamentélni systém je tedy tvoren funkcemi

=—1+£2.

e "sin(2t), e cos(2t).



c) Volime h = 1 a chceme uré¢it hodnoty aproximace feseni x(1) a #(1) uzitim Collatzovy metody.
Nejprve danou obycejnou diferencidlni rovnici 2. fadu prepiseme jakou soustavu obycejnych dife-
rencidlnich rovnic 1. fadu, tj

21 = x, 21 = 2o, 2(0) =1,
22:.%", ZQ = t—222—521, 22(0) =0.

Soustavu zapisujeme ve vektorovém tvaru pro Z = (zy, 20)%, tedy

- 29
Z_(t—222—52’1)

7 = f(t,2), kde  f(t,2) = ( =2 ) .

nebo také

t— 22’2 — 521

Méme to =0, h=1, 20 = ( é ) Uzijeme Collatze:

Zpom=<é)+o.5-(0_5)=(1_2_5)'

ko = f(to+ h/2, Zpom) = < gif 2-(=2.5)—5-(1) ) B ( 63‘5 )

Uzijeme vzorec pro Collatzovu metodu ve tvaru

Z<1>:Z<0)+hk2:([1)>+1-(0_§'5):(5é5>.

Hodnota aproximace Z) udéva aproximaci hodnot ptesného feseni Z v bodé t = 1, tj.

Z2(1) ~ ( o ) .

Dle uzité substituce ale je Z = (x, )7, tedy hodnoty aproximaci jsou dany jako z(1) ~ —1.5 a
(1) = 0.5.

Déle

a tedy

A3. Je dana smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla

ou 0% _
n —2@+4x v oblasti Q= {[z,t] :z € (-1,1), t >0},

u(z,0) =2z +2prox € (—1,1) au(—1,t) =0, u(l,t) =4 —t prot > 0.

a) V piipadé implicitniho schéma uzijeme v bodé P = [x;, 1] nahrady

PFY) —w(PF 1 _ gk
@(Plk-i-l):u( 7 ) u( l)—i—O(T)%UI Uz‘

ot T T



Ou prey _ w(PE) = 2u(PF + (PR o) ~ Ui = 2UF + U
ox2 " h? h? '
Pouzijeme tyto ndhrady v rovnici a dostaneme
Uttt —uF QUZ’;T UFT - UL A
T N h? + AT
Rovnici vynasobime 7, oznac¢ime o = Z—Z a upravime
—o UM+ (14 20) UF — o UFH = UF + 47 2.
b) Volime h = 0.5 a7 = 0.1, tedy 0 = % = % = (.8. Nejprve si nacrtneme sit v oblasti:
A B C
& o o o o =0
@) , e t=0
x=-1 x=0 x=1

Sestavime rovnice dle a), v uzlech na prvni ¢asové vrstvé (oznacenych v obrazku zelenou bar-
vou) uzijeme pocatecni podminku (2x + 2), v hrani¢nich uzlech (modra barva) uzijeme okrajové
podminky (0 a 4 —¢). Tedy

—0.8(0)+2.6Us—08Uz = (2-(—0.5)+2)+0.1-4-(—0.5),
—0.8(Us)+26Us—08Uc = (2-(0.)+2)+0.1-4-(0),
—0.8(Up) +2.6Uc—08(4—01) = (2-(0.5)+2)+0.1-4-(0.5).

Soustavu rovnic upravime a zapiSeme napt. v maticovém tvaru

26 —0.8 0 Ua 0.8
-0.8 26 -08 Up | = 2
0 -0.8 26 Uc 6.32

c) Soustava rovnic je soustava se symetrickou pozitivné definitni matici a také ostie diagondlné
dominantni matici. Vzhledem k tomu, ze matice je ODD, tak je Jacobiova iteracni metoda kon-
vergentni.

A4. Je déna smiSend tloha pro vlnovou rovnici: Hleddme funkei u(zx,t) takovou, ze v oblasti Qp =
{lz,t] : x € (0,m), t € (0,T)} je splnéna rovnice

0%u 0%u

C ooyt t

oz = g2 T (@),
a navic jsou splnény pocatetni a okrajové podminky u(z,0) = sin(rz), 2%(z,0) = 0, u(0,t) = 0,
u(l,t) =0.



a) Ovétime, zda je funkce u(x,t) = sin(mx) cos(27t) feSenim dané tlohy:

a 2
8_?;2 = —4x? sin(mzx) cos(27t),
8 2
48—22 = —47?sin(7x) cos(2mt),
tedy
ou? ou?
— =4—4+0.
ot? 0x? *

Tato funkce navic spliiuje jak pocatecni podminky

ou

E(x, 0) = —27sin(mz) sin(270) = 0

u(z,0) = sin(mz) cos(270) = sin(rz),
tak i okrajové podminky

u(0,t) = sin(w0) cos(27t) = 0, u(1,t) = sin(m) cos(2nt) = 0.

b) Uzijeme nahrady

&( k) N Uik—i-l . 2U2k + Uik_l
gz 1) 2 ’
@( k:) ~ Uzk—l B 2Uzk + Uilil-l

ox2 1T h? ’

dosadime do vlnové rovnice

k+1 k k—1 k k k
U’ —U! U ur ., —2U! U!
7 7 + i 4 7—1 7 + i+1 + f(PZk)a

T2 h2

2:47'2

vynasobime 72, ozna¢ime o Sz a upravime

k+1 _ 277k 2\77k 277k k—1 2 ¢ pk
Na prvni ¢asové vrstvé: Dle Taylorova rozvoje mame na prvni ¢asové vrstve

Uil ~ u(:ci,tl) = ’U/(l'i, O) + %(JC“ O)T + O(T2>

a tedy po zanedbéni O(7%) a s vyuzitim pocateénich podminek

Ul = sin(ra;) +7- 0.

¢) Podminka stability explicitniho schématu
o<1

Pro h =0.25 a 7 = 0.1 a danou rovnici mame

,  4-0.01

= gont = 64 -0.01 = 0.64.

Uvazujeme f(x,t) = xt, prostorovy krok h = 0.25 a ¢asovy krok 7 = 0.1.



A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0 t=04
B C D
& o o o o =02
'E
‘ ’ ‘ t=0
x=0 | x=0.5 | x=1

Pocitdme pfibliznou hodnotu feseni v bodé A = [0.5;0.2].
Ua =0.64Up + 0.72U¢ + 0.64Up — sin(0.57) + 0.01(0.5 - 0.1),
kde hodnoty v uzlech B, C, D lezi v prvni casové vrstvé (viz b)), tedy
Up = sin(0.257) + 0.2 -0 = v2/2,

Ue =sin(0.57) +0.2-0 =1,
Up = sin(0.75m) + 0.2 -0 = v/2/2.
Tedy po dosazeni

Usg=0.64- \/5/2 +0.72-140.64 - \/5/2 —1+40.01(0.5-0.1)=0.6251 + 0.01 - 0.05 = 0.6256.



Numericka matematika B — 28.5. 2015
z; | -1 | -1 0 l0]1] 1 2 2
¥i 12912912224 141]36]3.8

B1.

a) Z tabulky hodnot vypocteme

dor=8 D w=4, > ai=12
Y yi=255, > amy =171,

(L) ()-(3)

8 41255\ (8 4]255

4 127171 )7\ 0 10|4.35
Tedy dostaneme fegeni (2.97,0.435)T, tj. koeficienty ag = 2.97 a a; = 0.435. Optimalni polynom
pi(x) je dan

a dostaneme soustavu rovnic

b) Resime soustavu

pi(x) =297+ 0.435 2.

B2. Resme Cauchyovu tlohu X = AX, X(0) = X, kde

() w2 ()

a) Volime krok hy = 0.1 a spocteme pribliznou hodnotu reseni v bodé t = 0.1 Eulerovou metodou

(‘chl)'
0 1 -1 0 —04
(1) — x(0) 0) _ —
XM= X0 4 014X (4)+0.1<_4 1)(4> ( 4'4)

b) Volte krok hy = 0.2 a spocteme pribliznou hodnotu reseni v bodé t = 0.2 Eulerovou metodou (Xp, ).

0 1 -1 0 —0.8
M — x© 0) — _
X=X AN _(4> 0‘2(—4 1)(4)‘( 4.8)

c) (777 - asi chybné zadani )

B3. Je dana smiSena 1loha pro rovnici vedeni tepla

ou _0%u
— =2—+4 lasti Q = : —-1,1
5 8x2+ x v oblasti {lz,t] :x € (-1,1), t > 0},

u(z,0) =2z +2prox € (—1,1) au(—1,t) =0, u(l,t) =4 —1t prot > 0.
a) Podminky souhlasu.

Bodx=-1,t=0: 2-(-1)+2=u(-1,0)=0 (splnéno)
Bodx=1,t=0: 2-(1)+2=u(1,00=4-0 (splnéno)



b) Podminka stability explicitniho schématu:

_ 2 2000 o 6 001 =032 <

T2 T 0252

N —

c) Nejprve si nakreslime obrazek

Pribliznou hodnotu feseni v bodé A[0.5;0.01] ur¢ime explicitnim schematem:
Us=0Up+ (1 —20)Uc+ oUp + 7f(C),

kde Up ~ u(0.25,0), Uc ~ u(0.5,0), Up ~ u(0.75,0) jsou hodnoty na nulté ¢asové vrstve dany
pocatecni podminkou (2z + 2). Tedy

Ua =0.32-(2.5) +0.36 - (3) +0.32 - (3.5) + 0.01(4 - 0.5) = 3.02

B4. Zabyvame se Dirichletovou okrajovou tlohou v samoadjungovaném tvaru

— (@) +y=4  y(1)=0,y4) =0.

a) Postacugici podminky pro Dirichletovu dlohu ve tvaru

—(p@)y) +q(x)y = f(z),  yla)=A4, yb)=58
jS0u:

(i) Spojitost funkei p, p', q a f na intervalu I = {(a,b).
(i) p(x) >0, g(x) > 0 pro viechna x € 1.

Pro danou ulohu mame p(z) = z, g(x) = 1 a f(z) = 4, tedy podminka (i): spojitost funkei
je splnéna (uvazujeme i spojitost p’(z) = 1) na libovolném intervalu, tedy i na uvazovaném
intervalu I = (1,4).

Déle na tomto intervalu I navic plati p(z) = x > 01 ¢(z) =1 > 0, tj. také podminka (ii) je
splnéna.

Postacujici podminky pro existenci a jednoznaé¢nost feseni dané ilohy jsou tedy splnény. (Pozn.

Dokonce nezdvisle na volbé Sturmouvijch okrajovych podminek (q(x) > 0), nejen pro uvaZované
Dirichletovy okrajové podminky)



b) ZapiSeme nejprve sitové rovnice pro krok h =1 v uzlech ; =2 a x5 = 3

—1.5yo+ (1.5 +25+1%- 1)y, =25y, = 12-4,
—25y 4+ (254+35+1%- 1)y —35y; = 12-4,

kde jsme vycislily hodnoty funkce p(z) = x v uzlech @1/ = 1.5, 1412 = 2.5 a T941/2 = 3.5 a
dosadili jsme hodnoty yo = (1) = 0 a y3 = y(4) = 0 z okrajovych podminek. Tedy

5y — 2.5y, = 4,
=251+ Ty = 4,

¢) Matice soustavy je ostie diagondlné dominantni(ODD) tak i symetrickd a pozitivné definitni
(SPD). Pro Jacobiovu metodu je ODD postacujici pro konvergenci, tedy Jacobiova metoda bude
konvergentni.



