Numericka matematika A — 25.6.2015

A1l. Mame danu soustava linearnich rovnic tvaru AX = B, kde

41 -1 4
A=(14 1|, B=[ 4],
01 2 2

a) Zapiseme soustavu rovnic AX = B ve tvaru
(L+D+P)X =B,

upravime
DX =—(L+ P)X + B,

a nasledné
X=-U;X+V,

kde Uy = =D ' (L + P) aV = D' B. Jacobiova metoda je ddna vzorcem

X = U, XF 4+ V.

b) Dle a) je matice Uy = —D~ (L + P), nebo-li prvky matice U; = (u;;) jsou nulové na diagonale
(uz = 0), a mimo diagondlni prvky jsou dany jako

Pro tddkovou normu matice U; plati

U0 = maxz lu;| = maxz la ”| ax—z lai;] < max ||au| =1,

il

kde posledni nerovnost plati vzhledem k tomu, ze matice je ODD v tadcich.
c¢) Matice A je ODD v radcich, nebot plati (od 1. do 3. fddku)

4>1+]-1, 4>1+1, 2>1.

d) Déle si soustavu rovnic prepiSeme ve slozkovém zapise z kterého vyjadiime i-tou slozku z i-té
rovnice. Tedy rovnice

41+ 1oy —x3 = —4
loy + 429 + 1z =
033'1 + 1.1'2 + 2.’]33 = 2

upravime a doplnime ¢isla iteraci:

1
1

xngrl) = 3 (4 _ xgk) _ xgk)) ’
1

xékﬂ) = 3 (2 — O:L'gk) — xé"“) .



A2.

Volime X° = (—4,4,2)T dosadime do ptedchozich rovnic a spocteme

-1.5
X! = 1.5
-1
Dale
-15 —4 2.5
X xO0 = 1.5 | — 4 | = -25
—1 2 -3

Normy tohoto vektoru jsou

X0 = X Ol =3, X0 - X0 5.

Y +yy" +1-(y)* =0 y(0)=0,y(0)=0, y"(0)=1
Rovnici zapiSseme jako

"

y" = —yy" — 1+ (y)? nebo y" = g(z,y,v,y"),

kde g(z,v',y") = —yy” — 1+ (v')%. UZijeme substituci

2 =y, 2 =2z
z =1, 2y = 23
z=y", 2y =—z23— 1+ 23,
nebo Z = F(z,7), kde Z = (21, 25, 23)T a
<2
F(z,7) = 23

—2123 — 1+ 23

Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni dané tlohy jsou spojitost funkce g, g,
Gy »gy. Vidime, Ze funkce g a parcidlni derivace

==y  gy=2  gy=-y
jsou spojité pro libovolny argument [z,y,y’,y"], tedy hledand oblast je

G =A{[z,y,y/,y"] e R*}.

0
2o=0,h=02,29=1 0
1
Déle
0
ki, = F(0,29) = 1

—-0—-1+0



h
Zpom = ZO + Fhi=1| 01
0.9
0.1
ko= F(0.1, Zypm) = = 0.9
—0—-1+0. 01 —0.99
0 0.1 0.02
Z<1>=Z<0>+E =0 ]+02 09 | = o018
2 1 —0.99 0.802
A3. Je dana smiSend tloha pro rovnici vedeni tepla
0 0?
8—1: = 28_;; +4x v oblasti Q= {[z,t]: 2 € (-1,1), t >0},

u(z,0) =2z +2prox € (—1,1) au(—1,t) =0, u(l,t) =4 —1t prot > 0.

a) V pifpadé implicitniho schéma uzijeme v bodé PF™ = [2;, t141] nahrady

PFYY o (PF k+1 _ 7k
%(Pikﬂ) = ) —ulF) +0(1) ~ Ui - Ur _
T T
P prary - WP = BT 4 ulPT) ey o, Ul = 207 4 Ui
O0x? 2 2 _

Pouzijeme tyto ndhrady v rovnici a dostaneme

Uik+1 B Ulk Uzlf:_ll 2Uik+1 + Uz‘kj_ll
T

2T

Rovnici vyndsobime 7, oznacime o = 37 a upravime

—o U + (1 +20) U — o UM = UF + 472,

b) Volime h = 0.5 a7 =0.1, tedy 0 = —2 = % = (.8. Nejprve si nacrtneme sit v oblasti:
A B C
& o o o o (=0
@ . e t=0

x=-1 ‘ x=0 ‘ x=1



Sestavime rovnice dle a), v uzlech na prvni ¢asové vrstvé (oznacenych v obrazku zelenou bar-
vou) uzijeme poc¢atecni podminku (2z + 2), v hrani¢nich uzlech (modra barva) uzijeme okrajové
podminky (0 a 4 —t). Tedy

—0.8(0)+2.6Us—08Uz = (2-(—0.5)+2)+0.1-4-(—0.5),
—0.8(U4) 4+ 2.6 U — 0.8 Uc (2-(0.) +2) +0.1-4-(0),
—0.8(Up) +2.6Uc—08(4—01) = (2-(0.5)+2)+0.1-4-(0.5).

Soustavu rovnic upravime a zapiSeme napt. v maticovém tvaru

26 —0.8 0 Ua 0.8
-0.8 26 -08 Up | = 2
0 -0.8 26 Uc 6.32

¢) Soustava rovnic je soustava se symetrickou pozitivné definitni matici a také ostie diagondlné
dominantni matici. Vzhledem k tomu, ze matice je ODD, tak je Jacobiova iteraéni metoda kon-
vergentni.

A4. Resime Dirichletovu okrajovou tlohu pro Poissonovu rovnici

0’y 0%u B

—@—@—05

v oblasti €2 ve tvaru ¢tyfuhelnik ABCD

a)

b) Nejprve si nakreslime schema pro neregularni uzel a sousedni regularni uzel

L4 u O
R N Q sitova primka

nasledné pak z podobnosti trojuhelnikt dostaneme

Uv —Ur  ¢(Q)—Ug
h (14 6h

a tedy po upravée

b) Volte krok h =1 a sit tak, aby bod [0,0] byl uzlem sité. Sestavte sitové rovnice v dané oblasti.



Regularni uzly

12

AUy —Up—Uc—1-1

12

U —Up—-Up—-1-1

Neregularni uzly

1

Us =

2
3

9
NUr —
3)3

(1+

1

1 2
g)UD —3Uc=

(1+



Numericka matematika B — 25.6. 2015
B1. Tabulka hodnot

yi |0]1]2]2

a) Z tabulky hodnot vypocteme

doi=4 D> wi=4, D> al=6, ) af=10, > aj=18

a dostaneme soustavu rovnic

1

4 4 6 ag 5)
4 6 10 ap | = 7
6 10 18 as 11
b) Reseni soustavy je
1
apg = O,al = 2,&2 = —5.
polynom
1
po(x) = 20 — —a°,
2
c)

po(1) = 1.5
B2. Je dana Cauchyova tloha

x=( g 5)x+ (%) xo=(2)

a) Urcete interval maximalniho feseni dané tlohy.

b) Uzitim Collatzovy metody s krokem h = 1 spocitejte ptibliznou hodnotu X (2) .

)
)

a) rovnice je linearni, dané funkce jsou spojité vsude, tedy I = (—o0, c0)
)

b) Vypocet Collatz:
to =0, X<0>:< 2), h=1

—1

b rox = (3 2) (2 )0y 2)



xO— ()= (D)o To)=( 1)

B3. Je dana Dirichletova okrajova tloha pro rovnici v samoadjungovaném tvaru
— (@) + @+ 1y =-2, y1)=1, y(3)=0

a) Zapiste podminky, které jsou postacugici pro ezistenci a jednoznacnost teseni
obecné okrajové ulohy v samoadjungovaném tvaru. Ovérte, zda jsou splnény. Postacujici
podminky pro ex. a jedn. feSeni pro okrajovou ulohu pro rovnici

— (p(2)y) + q(x)y = f(x),
jsou
(i) p, ', q, f - spojité na I = (1, 3).
(ii) p(x) >0, g(z) > 0 pro z € 1.

V dané tloze p(x) = z, (a také p'(z) = 1), ¢(x) =z + 1 a f(z) = —2 jsou spojité
na I. Také p(x) > 0 a q(x) > 0.

b) Zapiste sitové rovnice pro krok h = 0.2. Rozhodnéte, zda matice této soustavy je

ODD.
Zapiseme nejprve sitové rovnice pro krok h = 0.5 v uzlech 1 = 1.5, 29 = 2 a
r3 = 2.5
—1.25 14 (1.254+1.754+0.25% - 2.5) y; — L.75y, = —0.5%-2,
—1.759y; + (1.75 +2.25 + 0.25% - 3) yp — 2.25y3 = —0.5*-2,
—2.2595 + (2.25 +2.75 + 0.25% - 3.5) y3 — 2.75 - 0 = —0.5%-2,

kde jsme hodnoty yp = y(1) = 0 a y4 = y(2) = 0 z okrajovych podminek.
Upravime
3.15625 1, — 1.75 4 — .75,
175y, + 4187545 — 2.25 43 — 05,
9295y, + 5.21875y; = —0.5,



¢) Matice soustavy je ODD, Jacobiho metoda je konvergentni.

BA4.

a) Podminky souhlasu:

Poloha (u), Rychlost (u)
Bod x =0,t =0: x|, = t|i=0, 1-0=1
Bodz=1,t=0: 1=1, 1-1=0

b) Podminka stability pro h = 0.25 a 7 = 0.2:

2
, T 0.04
= — = = 0.64.
TR T 025
c) Nakreslime si obrazek:
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Q . t=04
ffffff o8 L QP e
I
x:10.75 x=1

Hodnota Ug = 0.75 je ddna pocatec¢ni podminkou (nulta vrstva) a hodnota Up = 1
je dana okrajovou podminkou. Hodnoty na prvni ¢asové vrstvé spocteme (nahrada

na 1. ¢asové vrstve)
Up=0.5+02-(1—0.5)=0.6,

Up = 0.75+0.2- (1 —0.75) = 0.8,
Uréime pribliznou hodnotu reseni v bodé A[0.75,0.4].
Uy = c*Up+ (2 —20°)Uc + 0*Up — Ug + 72 f(0),
tedy

Ua = 0.64-(0.6) + 0.72 - (0.8) + 0.64 - (1) — (0.75) 4+ 0.22- (2- 0.75 - 0.2) = 0.862



